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Vorwort. 



In den beobachtenden Wissenschaften werden die Grössen, welche der 
Beobachtung zugänglich sind, öfters gemessen, als zur Bestimmung derselben 
unbedingt notwendig wäre, indem man stets von der Voraussetzung ausgehen 
muss, dass jede Beobachtung mit Fehlern behaftet ist, so dass der wahre Wert 
der beobachteten Grösse durch die Messungen unbekannt bleibt. Es ist nun 
wichtig, an Stelle des niemals zu findenden wahren Wertes einen Wert setzen 
zu können, welcher sich den beobachteten Werten möglichst gut anpasst. 
Hiedurch entsteht das Bedürfnis, eine Methode anzugeben, die aus beobachteten, 
mit einander nicht streng verträglichen Werten, solche Werte der Unbekannten 
angibt, welche sich mit den Beobachtungen möglichst gut vertragen. Diese 
letztere Bedingung wird dadurch näher bestimmt, dass man voraussetzt, dass 
die Beobachtungen möglichst gut sind, dass sie also kleine Fehler gegenüber 
dem wahren Werte der Unbekannten besitzen. Nebstbei muss von der Methode 
verlangt werden, dass sie einfache praktisch leicht verwendbare Formeln liefert. 

Allen diesen Anforderungen entspricht in ganz ausgezeichneter Weise die 
Ausgleichung der Beobachtungen nach der Methode der kleinsten Quadrate, 
indem man die unbekannten Grössen so bestimmt, dass die Summe der Fehler- 
quadrate ein Minimum wird. Hiedurch wird nämlich jeder Fehler möglichst 
klein, also sind die gefundenen Grössen den Beobachtungen gut angepasst. 
Der Kechnungsgang der ganzen Methode ist ein sehr einfacher und praktisch 
leicht und übersichtlich durchführbar, wenn auch die Rechnungen häufig sehr 
ausgedehnt sind. 

Die Methode selbst wurde zuerst von Gauss im Jahre 1795 angewendet, 
aber erst 1823 als selbständige Abhandlung publiziert, während Legendre 
dies schon im Jahre 1806 that. Hiedurch entstand ein Prioritätsstreit, an dem 
sich aber die Autoren selbst nicht beteiligten. 



VI Vorwort. 

Im Nachstehenden wurde diese Methode mit möglichster Ausführlichkeit 
dargelegt und durch Beispiele, die aus der Praxis genommen wurden, erläutert. 
Dass diese Beispiele sich anderweitig bereits vorfinden, dürfte kaum ein Vor- 
wurf sein, denn fingierte Beispiele sind durchaus verwerflich, und praktische 
Beispiele sind von den betreffenden Beobachtern zwar selbst ausgerechnet, aber 
meist in anderer Weise, als es in dem nachstehenden Buche verlangt werden 
musste, so dass eine Wiederholung der Berechnung nicht überflüssig erscheint. 
Die Beispiele sollen überhaupt nur das Schema abgeben, nach welchem gegebenen- 
falls gerechnet werden soll. 

Die nicht durchgeführten Beispiele sollen zur Einübung der ßechnungs- 
methoden dienen. 
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DietAi Wf»rk, wplcbein kein äbnlichea snr Seite steht, encheint monatlich In 3—4 
Seften in dem bflllsren Preine Ton 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlnnir der wichtig • 
sten nnd praktischsten Angaben ans dem Gfesamtereblete der Mathematik, Pbygiky 
Ifeebanik, matb. ^eofrrapble« AHtronomle, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- nnd Heebbanes« des konstraktWen Zeichnens etc. etc. nnd zwar in rollstllndlg 
gelftst4>^r Form, mit vielen Flirnren, Erklllrnniren nebst Antrabe nnd Entwlckelnncr der 
benntxt4>)n Hätxe« Formeln« Resreln in Frasren mit Antworten etc., so dass die LAsnng 
{edermann verständlich s^in kann, b^zw. wird, wenn eine irr5ssere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist da dieselben sieh In Ihrer f^esamtbelt erg'ftnien nnd alsdann anch alle 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorlieiren. 

Fast jedem Hefte ist ein AnbansT von nnsre15sten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen LAsnnv (in analoorer Form, wie die bezüglichen gclAsten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, nnd «nvleicb von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benntit 
werden künnen. — Die Usnnren hierzu werden sp&ter in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelancren: Titelblatt« TnbaltsTeneleb- 
nls, Berlcbtlimniren nnd erlftntemde ErklArnnsren über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt znn&chst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
ichaftlichen ünterricbtsplanes folsrender Schulen: Realschulen I. nnd II. Ord., grleleb* 
berecbticten beeren Bflnrerscbnlen , PriTatschnlen, ßjmnaslen, Realgjniiiaslen, Pr#- 
irjninA<ilAn, Aebnllebrer-Hemlnaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkscbnlen, 
C^ewerbescbnlen, Handelsschulen« teehn Torbereltnnirsschnlen aller Arten, gewerbllehe 
FortblldunsTSscbnlen« Akademien« ünlTersI täten , Land- nnd Forstwlssensebaftssebnleii, 
Mllltftrscbnlen, Yorbereltnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^fthrlgr-Frel- 
wlUtg'e- und Offlzlers-Examen« etc. 

Die Rehnier, Studierenden nnd Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gr^lffst«, Aufgaben- 
sammlung Immerwährend an ihre In der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeicrt, welche sie bei ihren Prüflingen zu lösen haben, zugleich aber anch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — mm Anfl^en TOn Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Resreln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zn yerwerten. Lnst, Liebe 
nnd Yerständnis für den Schul -Unterricht wird dadurch erbalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgrenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Anffrischnng der erworbenen und yielleicht vergess' 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUen Bei 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem tioten Kapitale lebendige Kraft verleihen 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertnniiren nnd weiteren Forschnngen g€ 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgeeren. Wichtige und praktische 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Nl 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfu 
Dr. ineyer, Frankiiirt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen nnd wird deren Erledi~ 
thnnlichst berücksichtigt 

Stattgart. Die Terlagshandlun 



Ausgleichsrechnung nach der Methode 

der klemsteii Quadrate. 



A. über die Arten der Beobachtnngsfeliler. 

Frage 1. Wie werden die Beobach- 
tungsfehler eingeteilt? Antwort. Die Beobachtungsfehler wer- 
den inkonstante und zufällige Fehler 
eingeteilt. 



Frage 2. Was versteht man unter 
einem konstanten Fehler? 



Antwort. Ein konstanter Fehler 
ist derjenige Beobachtungsfehler, der bei 
wiederholter Beobachtung stets in der- 
selben Grösse auftritt. 
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Anmerkung 1. Diese konstanten Fehler können zweierlei Ursachen haben. Ent- 
weder ist das Messinstrument fehlerhaft oder die Ablesung geschieht fehlerhaft. 

Hat man etwa einen Winkel zu messen mit einem Theodoliten, dessen Teilkreis 
ungenau geteilt ist, so wird sich stets ein Fehler ergeben, der der Teilung anhaftet. Ist 
das Fernrohr des Theodoliten nicht genau centrisch eingestellt, so wird ebenfalls der 
Winkel zweier Richtungen konstant fehlerhaft abgelesen. Solche Fehler, die oft gar nicht 
zu vermeiden sind bei der Konstruktion der Messinstrumente, können nach bestimmten 
Methoden elliminiert werden, so dass sie nicht störend auf das Besultat einwirken. 

Eine zweite Art von konstanten Fehlern kann bei schlechter Ablesung auftreten. 
Diese gleichsam der Person des Beobachters anhaftenden Fehler müssen ebenfalls vermieden 

werden. Soll z. B. die Strecke a&, Figur 1, 
Figur 1. gemessen werden mittels eines Massstabes MM* 

und liest nun der Beobachter von O aus die 
Länge otß am Massstabe ab, so ist diese 
Länge kleiner als die wirkliche Länge von 
d a&, da 06 nicht parallel zu Oa ist. Um die 
0' wirkUche Länge zu erhalten, müsste der Be- 
obachter, nachdem er in O am Massstabe die 
Länge a abgelesen hat nach O gehen, so 
dass 0'& parallel zu Oa ist, und von O' aus 
auf dem Massstabe die Länge t ablesen, dann 
würde «f die wirkliche fehlerfreie Länge 
sein. Der Fehler ßx ist eben durch die falsche 
Ablesung hervorgerufen, und wird immer in 
Ö derselben Grösse auftreten, wenn der Be- 
obachter die Messung wiederholt bei festem 
Standpunkt^in 0. Man ersieht hieraus, dass das Vorhandensein eines solchen Fehlers 
durch die Änderung des Standpunktes sogleich erkannt wird. Auch solche Fehler lassen 
sich fast ganz vermeiden. 
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Über die Arten der Beobachtungsfehler. 



Frage 3, Was versteht man unter 
zufälligen Fehlern ? Antwort. Zufällige Fehler sind solche, 

welche ihre Grösse bei jeder Beobachtung 
ändern. Sie haben ihre Ursache teils in 
der Unvollkommenheit der Instrumente, 
teils in der Unvollkommenheit imserer 
Sinne. Hieraus geht hervor, dass sie 
nicht sehr gross sein können, keinesfalls 
grösser als die kleinste Strecke, welche 
wir am Massstab noch gut ablesen können. 

Anmerkung 2. Obgleich die zufälligen Fehler dieselben Ursachen haben, wie 

die konstanten Fehler, sind sie von diesen 
Figur 2. doch wesentlich verschieden. Während nämlich 

^ ^ die ersteren ihre Grösse beibehalten, ist das 

ac X\^ — I charakteristische an diesen, dass sie ihre Grösse 
/^ ^ ' > ' bei jeder Beobachtung im Allgemeinen än- 
dern. Nehmen wir das obige Beispiel der Ab- 
lesung auf dem Massstabe MM*, Der Be- 
obachter hätte die Länge a am Maassstabe, 
Figur 2, abgelesen und will den grossen 
Fehler vermeiden, dass er von O aus auch die 
Q^ Länge für den Punkt 6 abliest. Er begibt 

sich daher nach O^ und da er nicht genau 
Q abschätzen kann, ob OJ) zu Oa parallel ist, 

so wird er bei der Ablesung ß auf dem Maass- 





0. 



0, 



Stabe einen Fehler begehen. 
Fehler stets ein anderer. 



Macht er die Ablesung von O, oder O, aus, so ist der 



Anmerkung 8. Die Ausgleichsrechnung zieht nur die zufälligen Fehler in den 
Bereich ihrer Betrachtungen, indem die konstanten Fehler entweder ihrer Grösse nach als 
bekannt oder als elliminiert angesehen werden. Sie bietet aber ein Mittel an die Hand, 
das Vorhandensein konstanter Fehler bei einem Instrumente zu erkennen und ihre Grösse 
zu bestimmen. 



Frage 4. Wie werden die Beobach- 
tungen eingeteilt? 




Antwort. Die Beobachtungen werden 
eingeteilt in direkte und vermittelnde. 
Direkte Beobachtungen sind solche, in 
denen die zu bestimmende Grösse direkt 
beobachtet wird. Etwa das Messen einer 
Strecke, eines Winkels, eines Druckes etc. 
Vermittelnde Beobachtungen sind solche, 
bei denen nicht die zu bestimmende Grösse 
gemessen wird, sondern eine oder meh- 
rere andere Grössen, mittels welcher dann 
die gesuchte Grösse bestimmt wird. Sa 
sind vermittelnde Beobachtungen z. B. 
wenn die drei Seiten eines Dreieckes ge- 
messen werden, um die Winkel desselben 
zu bestimmen, oder wenn das Volumen 
und die Temperatur einer Gasmenge ge- 
messen wird, um ihren Druck zu berech- 
nen, oder die Schwingungsdauer eines 
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Pendels beobachtet wird, um die Be- 
schleunigung der Schwere zu bestimmen, 
u. dergl. mehr. 

AnmerkUDg 4. Da wir bei Beobachtiingen stets Fehler begehen, selbst wenn diese 
Beobachtungen noch so genau gemacht werden, so gelangen wir nie zur Kenntnis des 
wahren Wertes der unbekannten beobachteten, oder aus Beobachtungen berechneten, Grösse. 
Wird eine GrGsse einmal beobachtet, so können wir von einem begangenen Fehler gar 
nicht sprechen, da wir gar keine Vermutung aussprechen können, ob diese Beobachtung 
einen zu grossen oder einen zu kleinen Wert liefert. Anders ist es, wenn eine Grösse 
mehreremale gemessen wurde, und man von einander abweichende Resultate erhält. Dann 
weiss man zwar nicht, welches der wahre Wert der Grösse ist, aber man kann fragen, 
welches ist der wahrscheinlichste Wert der unbekannten Grösse, die gemessen wurde. 
Von der Art der Beantwortung dieser Frage hängt die Methode der Ausgleichung der 
Beobachtungsfehler ab. Da die Antwort willkfirlich in vieler Beziehung ist, so kann man 
verschiedene Methoden der Ausgleichung von Beobachtungsfehlern aufstellen, es kommt 
nur darauf an, dass die Methode auch praktisch verwertbar ist und einfach durchfuhrbar 
sich erweist. 

In höchstem Maasse besitzt diese Eigenschaften die Methode des arithmetischen 
Mittels oder auch die Methode der kleinsten Quadrate, welche zuerst Gauss 
seit dem Jahre 1795 in seinen Arbeiten angewendet hat, die er aber erst 1823 selbständig 
in der „Theoria combinationis observationum erroribus minimis abnoxise" veröffentlichte. 
Legeudre hat diese Methode in seinen: „Nouvelles m^thodes pour la determination des 
orbites des com^tes,, im Jahre 1806 dargelegt 



•t 
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einer Grösse. 

Frage 5. Eine Grösse x wurde n-mal 
gemessen, wobei sich die Langen aj, Antwort. Wie in Anmerkung 4 dar- 
a^.'.a^ ergaben. Welches ist der wahr- gelegt wurde, hängt von der Beantwor- 
scheinllchste Wert der unbekannten tung dieser Frage die Art der Ausglei- 
Grösse x? chung der Fehler ab. Diese Antwort ist 

also in vielen Beziehungen willkürlich. 

Wir wollen sie folgendermaassen for- 
mulieren : 

Der wahrscheinlichste Wert der 
unbekannten Grösse ist das arith- 
metische Mittel aus den gleich 
sorgfältig ausgeführtenBeobach- 
tungen. 

Ist also die Grösse x mit gleicher Sorg- 
falt M-mal gemessen worden und sind 
hiebei die Grössen a^, a2 - »'(^^ erhalten 
worden, so betrachten wir den Wert: 

Formel I: a = 

n 

als den wahrscheinlichsten Wert der un- 
bekannten Grösse x. 



über die Ausgleichung direkter Beobachtungen einer Grösse. 
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Anmerkung 5. Man beachte , dass in der Definition des wahrscheinlichsten Wertes 
die einzige Willkürlichkeit liegt, das Folgende ist streng ans der Voraussetzung abgeleitet. 

Anmerkung 6. Die obige Definition deckt sich mit der, dass wir als Voraussetzung 
über die Natur der zui^lligen Fehler die Annahme machen, dass es am wahrscheinlichsten 
ist, dass sie ebenso leicht positiv als negativ sind. Dann ist nämlich der wahrscheinlichste 
Wert ^der unbekannten derjenige, der die Summe der Fehler zu Null macht, indem sich 
die positiven und negativen Fehler in der Summe aufheben. Denn ist a dieser wahr- 
scheinlichste Wert der Grösse x, so sind die Fehler bei den Messungen: 



und da 



sein soll, so ergibt sich 



wie oben. 



Oj — ff, ffj — ff, . . . ff„ — a 
K — ff) + (a,— ff) + . . . + K— ff) = 



a = 



ffj + a, -f . . . + ff„ 



n 



Anmerkung 7. Wir bezeichnen mit f (s) die Wahrscheinlichkeit dafür, dass ein 
Fehler s zwischen o und e liegt. Ist w die Wahrscheinlichkeit dafür, dass ein begangener 
Fehler zwischen f und'e+As liegt, wobei A« eine kleine Grösse im Verhältnis zu s 
ist, so ist 

/(8+Ae) =/(s) + w; 

nach dem Satze über zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit (siehe Bobek, Lehrbuch der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, Seite 27 Formel 3), also ist 

w'=/(^+A5)-/W 
Lässt man A^ in ^» übergehen und setzt 



lim /(« + AO-/ W^ (,. 



so wird 



^8 = ^8 

w = f {i).dt 



(1) 



Figur 3. 



die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der begangene Fehler zwischen 8 und t-\-ds liegt. Man 
sagt, wenn auch nicht ganz richtig, w ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass 
der Fehler & begangen wird. Stillschweigend hat man hinzuzudenken, dass eigent- 
lich der begangene Fehler zwischen 8 und s + d» liegt, wobei d^ unendlich klein ist. Die 
Funktion <f heisst das Fehlergesetz. 

Es wird stets eine Grenze +9 vor- 
handen sein, über welche hinaus ein 
Fehler nicht mehr begangen wird, also 
ist die Wahrscheinlichkeit für einen 
Fehler, der gleich oder grösser als ö 
S ist, Null, oder es muss 

<p(j?) = sein, sobald ar>d . . . . (2) 

ist. ~ 

Wir werden nun gleich sehen, wie 
das Fehlergesetz vollständig bestimmt 
wird, durch die Antwort auf Frage 6. 

Fasst man x und y als Cartesische 
Koordinaten in der Ebene auf, so stellt 




y = ? W 



(3) 



P AA' Q 



eine Curve dar, welche in a; = +S die 
o:- Achse schneidet. Ist OA = s, so 
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stellt der Elementarflächenstreifen ÄA'BB* die Wahrscheinlichkeit w dar, dass der 
begangene Fehler zwischen 9 und 8 + rfe liegt. Ist OP = a und Pp = 6, so stellt die 
Fläche PQRS oder 

b 
[V=:j\\{.)d9 (4) 

a 

die Wahrscheinlichkeit dafür dar, dass der begangene Fehler zwischen a und b liegt. Da 
nun der Fehler sicher zwischen — 5 und + S liegen muss, so ist 

j\(,)dB=. 1 (5) 

(vergl. Bobek, Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung Seite 240 und ff.)« 



Frage 6. Wie bestimmt man das 

Fehlergeselz auf Grund der Voraussetzung, Antwort. Unter der Voraussetzung, 

dass das arithmetische Mittel der Be- dass das arithmetische Mittel der wahr- 

obachtungen der wahrscheinlichste scheinlichste Wert der unbekannten Grösse 

Wert der unbekannten Grösse ist ? ist, tritt zu den obigen Eigenschaften des 

Fehlergesetzes, die durch die Gleichungen 

2) und 5) gegeben sind, noch die fernere 

hinzu 

y(e) = (p(-£) (6) 

indem die Wahrscheinlichkeit den Fehler 
+ e zu begehen, ebenso gross ist, wie 
die den Fehler — e zu machen. (Vgl. 
Anmerkung 6). 

Es mögen nun bei n Messungen der 
Grösse x die Fehler 



Sl 




«1— 


X 


• 
* 




«j 


X 


• 
■ 




«« 


X 



begangen werden, indem a^a^.. .a^ die 
gefundenen Werte sind. Dann ist 

"'1 = T (^i) ^ ^1 <^iö Wahrscheinlichkeit, den Fehler Sj zu begehen, 
1^2= <p (62)^5 



2 



n »2 



^n= T(0^^. - 



*» ?? ' n *„ 1? n 



Erkl. 1. Was unter zusammenffesetzter Wahr- Nach dem Satze über die zusammen- 

scheinlichkeit zu verstehenlst, findet sich in Bobok gesetzte Wahrscheinlichkeit (vergl. neben- 

aSS teltÄSÄSÄ ft^'^'^'^^'^'^'^^l ''' f. Wahrschein- 

mel 4 von Seite 29 des Lehrbuches angewendet, henkelt W dafür , dass bei einer Serie 
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von Beobachtungen gerade die Fehler 
e^, 62 • • • s« auftreten, gegeben durch 

W = M/'i . «?2 • • • ^^n 

Die Ursache dieser Fehler ist die Un- 
kenntnis des Wertes x. Zufolge dieser 
Unkenntnis können die s alle Werte 
zwischen — 8 und + 8 unabhängig von 

Erkl. 2. Die Wahrscheinlichkeit einer Hy- einander annehmen, 
pothese ergibt sich nach Formel 31 Seite 174 Die Wahrscheinlichkeit einer bestimm- 
m Bobek, Lehrbuch der Wahrscheinlichkeits- ten Hypothese über die Grösse dieser 
rechnung. Fehler, involviert eine Annahme von x 

und die Wahrscheinlichkeit dieses Wertes 
X ist nach nebenstehender Erklärung: 

w\ . u\ . . . W' 

W= - - - 

+8 +8 +8 

-8 -8 -8 



+^8 +8 +8 

./V ih) d Si .yV (62) ^ ^2 • • •./ V (O d \ 

-8 -8 -8 

und da nach Gleichung (5) 

+ 8 

7V(6)rfs = 1 

-8 

sein muss, ist 

]V= ?(si)<p (£2)... 9(0^^1 dB^...dB^^ (7) 

Der Voraussetzung nach soll das arith- 
metische Mittel 

1 

a = - («1+ «2 + • • . + O . . . (8) 

der wahrscheinlichste Wert der Unbe- 
kannten sein, d. h. für a? = a soll TF 
ein Maximum werden, also muss 

Erkl. 8. Es ist nämlich fdW\ 



dlW 1 dW 



\:dx)='> (9) 



x^a 



\ 



dx W dx sein. 

und da TT für a? = a nicht oder 00 ist, so Und da TT für ^ = a weder noch co 

folgt aus ist , so können wir die Bedingung des 

(dW\ ___ ^ Maximums auch 

'=* schreiben (vgl. nebenstehende Erklärung). 
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Aus (7) folgt dann 

dx L(p(si) (p(£a) •••"^y(ejJ 

da die d^id^. . .d s^, von ä nicht ab- 

hängen, und -^— = — 1 ist. 
Setzen wir nun 

?-^ = M^) (11) 

SO übergeht die Bedingung (10) in 

*(«i-a) + 4^(a,-a) + ... + ^(a„-a) = (12) 

Diese Gleichung muss von unserer 
Funktion ^ für ganz beliebige Werte a^, 
«2 . . • «„ erfüllt werden, wenn nur a 
den Wert aus Gleichung (8) besitzt. Wir 
können daher die Gleichung (12) nach 
irgend einer der Grösse «i, «g . . . a„ 

dififerentieren, wenn wir die Gleichung (8) 
berücksichtigen. So erhält man durch 
Differentiation nach a^: 

u ^d{a i — a) , ,,, d{a^—a) , , ,,, ^d{a^—a) 



da, ' ••- ^v-« 


'"'' da. 


und da 




da 1 




da, n 




ist, zufolge (8) und 




da, j rf«2 Q 
döfi da^ 


da„ 
aai 


ist, weil a^, «g . . . «„ von 


einander un- 


abhängig sind, so folgt 





4,' (a,-a) = l W(a,- a) + 4.'(a,- a) + . . . + ^'(a^-a)] 

n 

ganz analog ergibt sich 
^^(a,-a) = ll^'{a,-a) + ^*{a,-a) + ...+^'(a^-a)] 

m 

^*{an-a) = ~ [4.'(a,- a) + ^'(a2-a) + . . . +*'K- a)] 

oder es ist 
^'{a, — a) = ^'{a^ — a) = ... = ^'(a^ — a) = c. 



\ 
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Es ist daher für beliebige Werte z des 
Argumentes 

also 

= C2r + Cj 
also nach Gleichung (11) 

d. h. 

also 

l^z = cjzdz-j-jpidz-j-logc^ 

= ^cz^+CiZ + log c^ 

und 

y(^) = c,e/^^^' 

Erkl. 4. Es folgt aus der Gleichheit ßie Konstanten c,, q/c bestimmen 

^x_ ^y sich durch die drei Bedingungsgleich- 

bloss, dass ungen (5), (6) und (2). 

0? = y + 2 :i V— 1 • ^ Was vor allem c^ anbelangt , so folgt 

ist, wobei m eine beUebige ganze Zahl ist. Weiss aus Gleichung (6) 

man , wie in Nebenstehendem , dass x und y m(9'\ =z üh ( 9\ 

reelle Grössen sein müssen, dann folgt jf = y. ^\z) -■-- ^ \^ z) 

dass also nach nebenstehender Erklärung 
1 1 

sein muss, oder es ist c^ = 0. 

Es soll ferner f (z) mit wachsendem z 
abnehmen, also muss c wesentlich negativ 
sein. Wir setzen also 

wobei h eine reelle Grösse bedeutet. 
Dann ist 

und es wird nach Gleichung (2) 

8 = CO 

indem 

(p(c>o) = 

ist, was zulässig ist, denn die Fehler 
werden sicherlich unterhalb dieser Grösse 
liegen. 
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Um schliesslich c^ zu berechnen, setzen 
wir für f (z) den Wert in Gleichung (5) 
ein, wodurch dieselbe in 

Übergeht. Nun folgt aus dem Anhange I, 
dass 



ß- 


h 


ist, also wird 
und mithin ist 


h 


Formel 2: <p{g) 





Erkl. 5. Die Bedingung 

{ dW \ _ ^ das Fehlergesetz unter unseren Voraus- 

\ da K~-^ setzun&ren. 



xs=a 



ist nur ein Teil der Bedingungen, die erfüllt Es wäre schliesshch noch ZU zeigen, 

sein müssen, wenn fQr W ein Maximum statt- dass der Wert TT in Gleichung (7) Ihat- 

finden soll. Es muss hierzu noch sächlich ein Maximum wird. Es ergibt 

/(PW\ ^^^^ ^ durch Einsetzung des Wertes 

negativ und von Null verschieden sein. (Vergl. >r = I :r— r l« > ir--"^ '')de^d^ ..ds^ 
Kleyers Lehrbuch der Differentialrechnung.) ^vic^ 

also 

—z — = + 2Ä* [at— X + «v— X + . . . + a„ — a;] 
dx i ti j 

und 

H'x ^^' 

wesentlich negativ, daher ist l W oder 
TT für a? = a ein Maximum. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass der be- 
gangene Fehler zwischen e und 8 + de 
liegt, oder wie man sagt, die Wahrschein- 
lichkeit den Fehler e zu begehen, ist ge- 
geben durch die 

Formel 3 : u? = i^^t- ö""'*'^ • ^^ 



Anmerkung 8. Die Curve 
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welche in den rechtwinkligen Koordinaten x, y das Fehlergesetz veranschaulicht, ist sym- 
metrisch zu der ^-Acbse und hat die ^r-Achse zur Assymptote. Es wird also y erst für 
o; = oo Null, aber es nähert sich die Curve sehr rasch der or-Achse, so dass für ein etwas 



Figur 4. 




grösseres x der Wert y schon sehr klein wird, wenn h nur gleich 1 genommen wird. Je 
grösser h wird, desto rascher wird sich die Curve der or-Achse nähern. So ergibt sich 
folgende Tabelle für ä = 1 und ä = 2 



yi = 



.— X« 



V« 



für X = 0,0 


,Vi 


X = 0,2 


2^1 


X = 0,4 


yi 


X = 0,5 


Vt 


X = 0,6 


Vt 


X = 0,8 


Vi 


.r = 1 


Vi 


X = 1,5 


Vi 



0,56419 
0,54206 
0,48077 
0,43939 
0,39362 
0,29749 
0,20755 
0,05947 



yt = 

y«= 
y»= 
yt= 

2^2 = 

y«= 
y«= 
y«= 
y«= 



1,12838 
0,96154 
0,59498 
0,41410 
0,26736 
0,08722 
0,02066 
0,00014 



aus welcher ersichtlich, um wie viel rascher y^ abnimmt als y^. Die Figur 4 versinnlicht 
in G^ und C, die beiden Cnrven. 

Die Grösse h nennt Gauss das Maass der Präcision. Je grösser h nämlich 
wird, desto kleiner wird die Wahrscheinlichkeit einen Fehler von beträchtlicher Grösse zu 
begehen, desto genauer oder präciser ist die Beobachtung. Dies folgt unmittelbar aus 
vorstehender Betrachtung. 



V 



Frage 7. Wie berechnet man die 

Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler eine 

bestimmte Grösse y nicht überschreitet? Antwort. Soll der Fehler die Grösse y 

nicht überschreiten, so muss derselbe 
zwischen — y und + y gelegen sein. Die 
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Wahrscheinlichkeit hiefür ergibt sich nach 
Gleichung (4) 

TT = A, //-»•"da: 
Vir/ 
-T 
und da 

fe-^'^dx =y*«-*"*dx +/«-*"'(?* 

-T -T » 

T T 



^fe-^'^dx+fe-'^^dx 



^h-'^'Ux 



'ß 



ist, so ist 



VtcJ 



2 Ä r — Ä«a^ 



die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der 
Fehler die Grösse y nicht überschreitet. 

Setzt man 

kx = z 



so wird 




für X 0, 


z — 


,1 X — ^, 
und da 

hdx — dz 


z ÄY 


sich ergibt, so folgt 




■- I . m -rrr 2 


n 

/*-!«, 



Formel 4 : Tr= -j^ fe-'"dz=B(h^) 



Der Wert 9 (Ay) ergibt sich für jedes 
Argument Ay < 3 aus der Tabelle L Da 
aber 9 (äy) also auch W für Ay > 3 
sich von 1 wenig unterscheidet, so ge- 
nügt die Tabelle für alle in der Praxis 
auftretenden Fälle. (Vgl. Bobek, Lehrbuch 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung Seite 122 
und 123 Anmerkung 25.) 
Anmerkang 9. Hat man zwei Serien von Beobachtungen gemacht, denen die Maasse 

der Präcision A, A' zukommen, so wird, wenn y i^nd y' diejenigen Fehler sind, die mit 

gleicher Wahrscheinlichkeit nicht überschritten werden, folgen, dass 

e (Ä y) = Ö (V yO 
ist, und also auch 

sich ergibt: d. h. je grösser das Maass der Präcision ist, desto kleiner ist 
die Grösse, welche von den Beobachtungsfehlern mit einer bestimmten 
Wahrscheinlichkeit nicht überschritten wird. 
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Frage 8. Was versteht man unter 
dem wahrscheinlichen Fehler einer Antwort. Der wahrscheinliche Fehler p 
Beobachtungsreihe? ist diejenige Grösse, für welche die Wahr- 

scheinlichkeit dafür, dass die begangenen 

Fehler kleiner als p sind, sich gleich \ 

ergibt. Es ist also nach Formel 4 



2 = ^J"'' = *'*"' 



aus welcher Beziehung sich nach Tabelle I 
ergibt 

A p = 0,476936 
also 

- , ^ 0,476936 

Formel 5: p = -'— ^ - 

Kennt man also dasMaass der Pracision, 
so berechnet sich p nach der Formel 5. 
Ordnet man die begangenen Fehler ihrer 
Grösse nach, so kann man 1 gegen 1 
wetten, dass von diesen ebenso viele 
kleiner, als grösser sind als p, sobald n 
sehr gross ist. Hiemit hat man ein 
Mittel, p selbst aus der Fehlerreihe zu 
finden und dadurch h zu bestimmen. Man 
hat p so zu wählen, dass ebenso viele 
Fehler grösser als p sind, als ihrer unter- 
halb p bleiben. 



\ 



Frage 9. Was versteht man unter 
dem mittleren oder zu befürchten- Antwort. Derjenige Fehler [i, der die- 
den Fehler einer Beobachtungsreihe? selbe Wahrscheinlichkeit besitzt, in n auf- 

einderfolgenden fingierten Beobachtungen 
begangen zu werden, wie die bei den 
Beobachtungen wirklich begangenen 
Fehler Sj, Ss • • • • ®ni beisst mittlerer 
Fehler oder zu befürchtender Feh- 
ler einer Beobachtungsreihe. Es ist 
hiebei festzuhalten, dass den fingierten 
Beobachtungen dasselbe Maass der Pra- 
cision zugeschrieben wird, wie den wirk- 
lich ausgeführten. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer 
Beobachtung der Fehler |x begangen wird, 
d. h. dass der Fehler zwischen |jl und 
[t-f-d[x liegt, ist nach Formel 3 

die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der- 



• • • 
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selbe Fehler in n aufeinanderfolgenden 
Beobachtungen auftritt, ist daher 



(A.)V-V(.,)- 



Die Wahrscheinlichkeiten für die Feh- 
ler s^, Sg . . . e^ sind, wenn wir wieder 

d (i als Spielraum für dieselben annehmen 



h _ 



^'•'d[l 



Vi 



e •nd(i, 



also ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 
dass diese n Fehler in den n ausgeführten 
Beobachtungen auftreten: 

und es muss der Definition zufolge 

sein, oder 



mithin folgt 



Formel 6: 



^ — n ~ ^ n 

wenn man nach Gauss die Summe durch 
die eckige Klammer andeutet. 

Die Quadratwurzel ist positiv oder 
negativ zu nehmen, da ja der Fehler mit 
gleicher Wahrscheinlichkeit sowohl positiv, 
als negativ sein kann. 

Anmerkung 10. Der mittlere Fehler ist eine Art Darchschnittsfehler , indem man 
nicht das arithmetische Mittel — (»1+84+ ... +8^ der begangenen Fehler selbst nehmen 

kann, denn dieses würde keinen richtigen Schlnss auf die Genauigkeit der Messung er- 
lauben. Da die Fehler e ebenso leicht positiv, wie negativ sein können, so könnten die £ 
ihrem absoluten Betrage nach sehr gross sein, während das arithmetische Mittel klein, ja 
sogar Null sein könnte. Anders ist es, wenn man die Summe der Quadrate nimmt, diese 
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kann nur dann klein sein, wenn jede der Grössen selbst klein ist und umgekehrt, ist die 
Summe klein, so muss jedes Glied klein sein. Ist also der mittlere Fehler \i- klein, so ist 
sicherlich auch jedes der e klein, die Messung also genau. 



Frage 10. Welcher Zusammenhang 
besteht zwischen dem mittleren Fehler Antwort. Bezeichnet man mit (i den 
und dem Maasse der Präcision einer Be- mittleren Fehler , mit h das Maass der 
obachtungsreihe ? Rräcision einer Beobachtungsreihe, so be- 

steht die 

1 
Formel 7 : |x = ~y^ 

Beweis. Denken wir uns die Fehler Sj, 
Sg, £3 . . . ßy ihrer absoluten Grösse nach 

geordnet, so dass die angeschriebenen 
V Fehler um endliche Grössen verschieden 
sind. Dann mögen zwischen e^ und 
Si 4- ^Si von den n Fehlem eine An- 
zahl 5i fallen, d. h. s^ der Fehler sollen 
sich von e^ nur um höchstens ds^ (eine 
sehr kleine Grösse) unterscheiden. Dann ist 
die Wahrscheinlichkeit dafür, dass irgend 
einer von den Fehlern der Beobachtungs- 
reihe zwischen e^ und s^ + ^ ^i li^gt : 

li_ 
n 

indem n Fehler überhaupt vorhanden 
sind, von diesen aber nur s^ in den ge- 
wünschten Grenzen liegen. Da ander- 
seits nach Anmerkung 7 Gleichung (1) 

die Wahrscheinlichkeit dafür ist, dass der 
Fehler zwischen e^ und s^^ + ^Si li^gt, 
so ist 



Fallen Sg, «s . . . s,^ Fehler zwischen e^ 
und Sj + (i Sg resp. £3 und 63 + ^ ^3 • • • ^v 
und £.^ + d Sy, so folgt analog : 



9 (sg) rf £2 = 

tp (£3) Cl £3 = 



f2. 

n 



n 




9 (O d £^ = - 



V 

n 
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Aus diesen Gleichungen folgt nun 



2s'y(e,)ds, 



a 



n 



Rechter Hand steht im Zähler die 
Summe der Quadrate aller Fehler, oder 
vielmehr eine Grösse, die von dieser 
Summe nur unendlich wenig verschieden 
ist. Denn das Quadrat jedes Fehlers ist 
multipliciert mit der Zahl, welche an- 
zeigt, wie oftmal unter den n Fehlern ein 
Fehler diese Grösse erreicht. Würden 
alle 8 gleich 1 sein, dann wäre die Summe 
direkt [e*]. Wir können daher setzen: 

1 

Diese Beziehung findet für jede Be- 
obachtungsreihe statt, wenn n sehr gross 
ist. Dann wird aber die Summe linker 
Hand in ein bestimmtes Integral über- 
gehen, dessen Grenzen jedenfalls die 
Grösse 8 nicht überschreiten, über die 
hinaus keine Fehler mehr liegen. 

Es wird also 

J\^ 9 (e) d s = |i* 

sein. Führen wir das Fehlergesetz aus 
Formel 2 ein, so erhalten wir: 

— oo 

indem dann 8 = co zu setzen ist. 
Nach Anhang I ist 



— 03 






also ergibt sich 

1 



also 



w. z. B. w. 



^ 2 Ä* 



1 



J 
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Anmerkang 11. Mit Bücksicht auf die Formel 6 folgt aus Formel 7 

p = V'2 . 0,476936 . jj. 
oder es ergibt sich die 

rormAl ft • P = 0,6744897 ji 

Formel 8 . ^ ^ 1,4826000 p 

durch welche der Zusammenhang zwischen dem mittleren und wahrscheinlichen Fehler dar- 
gestellt ist. 

Frage 11. Welcher Zusammenhang be- 
steht zwischen dem mittleren Fehler Antwort. Ist (i der mittlere Fehler 
einer Beobachtungsreihe und dem Fehler, einer Beobachtungsreihe und M der Fehler 
der dem arithmetischen Mittel dieser des arithmetischen Mittels dieser Be- 
Beobachtungen anhaftet, den man den „z u obachtungsreihe, so besteht die 
befürchtenden Fehler des arith- 
metischen Mittels** nennt. Formel 9: M = - '^ 

wenn n Beobachtungen gemacht wurden. 

Beweis. Ist a das arithmetische 
Mittel, also 

1 

ö = - («1+ »2+ . . . + Oj • • • (**) 

so ist, da X der wahre Wert der unbe- 
kannten Grösse ist 

Mj = a — x 

der Fehler, der diesem Mittel anhaftet. 
Ist nun e,. irgend einer der begangenen 

Fehler, so ist 

e . = a.- X 

= a. — a + « — ^ 

= a.— a + MjL 

Bildet man nun die Summe über alle n 
Fehler, was durch eine eckige Klammer 
angezeigt sein möge, so ist 

W = [a.— a] + nMi 
und da 

[a. — a] = ai — a + 02""fl^+ • • • + ^n — ^ 
= (ai+a2 + ...+aJ — na= 

nach Gleichung (14) ist, so ist 

[e] = nMi 
und wenn man beiderseits quadriert: 
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PROSPEKT. 



Dieif« WArk, welchem kein fthnlicheA snr Seite steht, erscheint monatlich in 
Heften sn dem bfllisr^^n Preise Ton 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlnng der wichtig- 
sten nnd praktischsten Anfiraben ans dem Gesamtireblete ddr Mathematik 9 Physik, 
Heehanlk, math. Geographie, Astronomie, des Masehinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brticken- nnd Hoehbanes, des konstniktiTen Zeichnens etc. etc. nnd zwar in ToUständlg 
gelöster Form, mit rielen Flgnren, Erklftmngen nebst Angabe und Entwlckelnng der 
benntsten Hätxe, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die LOsnng 
jedermann verst&ndlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grSssere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist. da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen nnd alsdann anch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorlieiren. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelOsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen LOsnng (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
ftberlassen bleiben, nnd inaffleich von den Herren Lehrern fCbr den Schulunterricht benntit 
werden können. — Die LSsnngen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsToraeleh* 
nis, Berlehtigiingen nnd erlintemde Erklärungen Aber das betreifende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen I. nnd II. <h*d., gleieh- 
berechtfsrten hSheren Bürgersehnlen, Prlyatschnlen, CYjmnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Kehnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerksehnlen, 
Gewerbesehnlen, Handelsschulen, techn Torbereltnngssehnlen aller Arten, gewerbllehe 
Fortbi1dnn?sschn1en« Akademien, ünlTersitäten , Land^ nnd Forstwlssenschaftssehnlen, 
Wnitärsehnlen, Yorbereltnngii- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^ährig-Frei- 
willige- nnd Offlzlers-Examen« etc. 

Die Aehnier« Studierenden xmä Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
oaturwiBRenRrhaftlirhen Fächer, wer<ien durch diese, Sehritt für Sehritt gelüste, Aufgaben- 
sammlung Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert nnd wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
fenigen Anferaben crezei?t. welche sie bei ihren Prüfunsren zu lösen haben, zugleich aber anch 
die überaus grosse Frnehtbarkelt der mathematischen Wissenschaften vorgefQhrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Anfffabensammliing eine kräftlire Stfltze für den Schul- 
unterricht geboten werden. indPTn zur Firlernunff des praktischen Teiles der mathematischen 
DisKiplinen — zum Anflügen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
Qbrigt werden kann, hiermit aber dem Srbnier bei seinen häuslichen Arbeiten eine toII- 
ständicre Anleitung in die Hände geffeben wird, entsprechende Aufgaben zu ISsen, die ge- 
habten Reireln« Formeln, Sätze etc. anzuwenden ond praktisch zn Terwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis fOr den Schnl -Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den fnsrenienren« Architekten« Technikern nnd Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc etc. soll dieRe Hamminng zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergess 
mathematischen Kenntnisse dipuen und zugleich durch ihre praktischen in allen F 
zweicren rorkommenden Anwendnniren einem t4>ten Kapitale lebendige Kraft verleib _ 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnniren und weiteren Forschungen g* 

Alle Bnchhandlungen nehmen Bestellungen entgeeea Wichtige und praktische . 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Ni 
verbreitet. — Wünnche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfii 
Dr. meyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen nnd wird deren F'i*^'' *' 
thunlichst herAcksichtigt 

Stattgart Die Terlagshandin' 
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oder mit Räcksicht auf Formel 6 

w[i« + [6,g = n«M^ ...(15) 

In der Summe der Produkte e^.e^ kom- 
men positive und negative Grössen vor, 
indem die 8 positiv und negativ sind. 

Es wird infolge dessen die [b. sJ 

im Verhältnis zu der [se], deren Sum- 
manden alle positiv sind, klein sein, und 
da in M der Durchschnittsfehler berech- 
net werden soll, kann [e,. sj vernach- 
lässigt werden, so dass die Gleichung (15) : 

ergibt, oder 

also 

Vn 



Frage 12. Wie berechnet man das 
Maass der Präcision IT, welches dem arith- Antwort. Da M der Fehler des arith- 
metischen Mittel zukommt? metischen Mittels ist, also auch der mitt- 
lere Fehler einer Beobachtung, welche 
das arithmetische Mittel geben würde, 
so ist nach Formel 7 

M = - '-- 
also 

MV2 

oder, mit Rücksicht auf Formel 9, ergibt 
sich die 

Vn 

Formel 10 : H = - ^y^ 

(iV2 

welche die Form annimmt: 
Formel 10' : Ä = A Vn 

Anmerkung 12. Man nennt die ganzen Zahlen, welche sich verhalten wie die Quadrate 
der Maasse der Präcision, Gewichtszahlen oder kurzweg die Gewichte der Beobach- 
tungen. Sind also p , p* die Gewichte h , h' die Präcisionsmaasse zweier Beobachtungen, 
so gilt die Proportion 2 

Formel II : p:p' = h^:h' 

als Definition der Gewichte. 

Ist P das Gewicht des arithmetischen Mittels p das Gewicht einer Beobachtung, so 
folgt aus Formel 10' und 11 

P:p = IP:h^= n:l 

oder Formel 12: P = np 

Bobek, Aasglelohsreohnimg. ^ 



i 
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d« h. das Gewicht des arithmetischen Mittels aus n Beobachtungen istnmal 
grösser als das Gewicht einer der Beobachtungen« Man kann p=l setzen, 
da es nur auf das Verhältnis P : p ankommt. 

Aus Formel 7 ergibt sich zu Folge obiger Definition 11 auch 

Formel 13 : p:p'= \i'^ : (i* 

wenn ji, t».' die mittleren Fehler einer Beobachtung sind. 
Da nun nach Formel 9 _ 

a « mV» = mV/Z. 

^ P 

ist, und man M als den mittleren Fehler der Beobachtung vom Gewichte P, \>- als den 
mittleren Fehler der Beobachtung vom Gewichte p ansehen muss, so folgt die Begeh 

Um den mittleren Fehler M einer Beobachtung vom Gewichte P zu 
verwandeln in den mittleren Fehler einer Beobachtung vom Gewichte j> 

hat man M zu multiplizieren mit \/ — • 



Frage 13. Wie berechnet man den 
wahrscheinlichen Fehler des arithmeti- Antwort. Die Formel 8 zeigt den 
sehen Mittels? Zusammenhang zwischen dem mittleren 

Fehler und dem wahrscheinlichen Fehler 
einer Beobachtung. Da nun M der mitt- 
lere Fehler des arithmetischen Mittels 
ist, so wird, wenn P der wahrscheinliche 
Fehler des arithmetischen Mittels ist, die 

F I lA P = Oi6744897 M 
i-ormei I4: ^ ^ i,4826000 P 

gelten. 

Durch Zusammenfassen der Formeln 9 
und 14 ergibt sich noch die 

Formel 15: P = 



Vn 



AnmerkuDg 13. Die vorstehenden Formeln zeigen , dass alle Fehlerarten herechnet 
werden können, wenn man einen derselben kennt. Nun war p- durch die Summe der 

Fehlerquadrate gegeben, |x = \/L?-\ Da aber e,. = «,. — a? ist, so ist uns e^ unbekannt» 
und es wird sich darum handeln, p. durch die bekannten Fehler a,== a^ —a auszudrücken. 



Frage 14. Wie berechnet man den 
mittleren Fehler einer Beobachtung aus Antwort. Der mittlere Fehler |i be^ 
den Fehlem a. = a. — a, wenn a das rechnet sich aus den Fehlem 

arithmetische Mittel der Werte «j, «g . . . a^ a = a a 

^^^^ durch die 



Formel 16: (t = + \/-^-^ 

^ - ^ n — 1 



über die Ausgleichung direkter Beobachtungen einer Grösse. 19 

Beweis. Es ist 
e. =1 a. — X = a. — a + a — x 

wobei Mj der Fehler des arithmetischen 
Mittels ist. Durch Quadrieren folgt: 

ef = af + 2Mi a. + Mj 

' und durch Summation: 

[s«] = [a*] + 2 Ml [a] + n Mj 
Da aber 

ist, so folgt 

[6«] = [a*] + n Mj 

Ersetzt man hierin M^ durch den mitt- 
leren Fehler M, so wird mit Rücksicht 
auf die Formeln 6 und 9 



also 


n (i^ = [a*] + (1.* 


oder 


(n _ 1) fi« — [a*] 




^ ^ n — 1 



Frage 15 Man hat v Beobachtungs- 
reihen von gleicher Genauigkeit gemacht 
und dabei als arithmetische Mittel 

, „ , , ^ , Antwort. Man kann offenbar vor- 

aus «Beobachtungen a^ aussetzen, dass diese v Beobachtungs- 

Ä^s n" „ a" reihen eine einzige Beobachtungsreihe von 

,, n ,, u 

gefunden, wie findet man den wahr- gleich genauen Beobachtungen bilden, 
scheinlichsten Wert der gesuchten Grössere, dann ist der wahrscheinlichste Wert der 
sowie den mittleren Fehler einer Beo- Unbekannten das arithmetische Mittel aus 
bachtung, den Fehler des gefundenen diesen n Werten. 
Wertes und das Gewicht dieses Wertes ? Sind also 

»'i» öt', a' 



ö U Ä 2 • • • • ^ n« 
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die beobachteten Grössen daher 

«^''= !)(«»''+ ««''+•• •+«-%) 

so wird der wahrscheinUchste Wert der 
unbekannten x sein: 

+ a\ + a(v) + a<v) + aiv) + . . + aj?), 

oder 
Formel 17: a = ~^—t-. 

ist der wahrscheinUchste Wert der ge- 
suchten Grösse. 

Setzen wir das G-ewicht einer einzelnen 
Beobachtung gleich |>^, so werden die 

Gewichte der einzehien arithmetischen 
Mittel 

P"= w"i>, 

und die Formel 17 übergeht in die 
Formel 17': a = — - ^ ' ..^ 

welche die Regel angibt, wie der wahr- 
scheinlichste Wert der gesuchten Grösse 
Epkl. 7. Denkt man sich an einem Stabe aus ungleich genauen Beobachtungen ge- 
dem Punkte o aus Strecken abgetragen, funken wird , wenn die Gewichte dieser 
denen die Längen aSa';...a<v> entsprechen un^^ Beobachtungen bekannt sind, 
in den Endpunkten dieser Strecken Gewichte . ° ,.,., «,, 

von der Grösse p', p". . .;?^^^ angebracht, so Es sei \l der durchschnittliche Fehler 
wird die Strecke a die Entfernung des Angriffs- einer Beobachtung, der also für alle 
Punktes der Resultierenden der Schwerkräfte Beobachtungsreihen derselbe bleibt, da 
sein. (Vergleiche das Lehrbu^^^ ^jje einzelnen Beobachtungen gleich ge- 

der Kleyerschen Encyklopädie.) Aus diesem . „ , «^ . | ^ 

Grunde wurden die Zahlen p', p'\ . . p<v) Oe- "^^ r f ' ™ ^^^ ' ^ "" 

Wichte genannt. M', M" . . . M ^' die Fehler der arithmeti- 

schen Mittel der einzelnen Reihen und 
M der Fehler des arithmetischen Mittels a 
aus den ganzen Beobachtungsreihen ist, 
nach Formel 9 

(1 = M'Vn^= M" V^= . . . = M!'^ Vw^v) = M Vn (16) 



von 



s 
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folgen, also 



M = 



Vn 



oder 

Formel 18: M = -,-^^ 

V[p] 

wenn man einer Beobachtung das Ge- 
wicht p^ beilegt und nach Früherem 

[p] =p' + p"+...p^^^ 
ist. 

Es kommt noch darauf an \l aus den 
Fehlern 

OL* = a*— a 
a" = a"— a 

zu berechnen, da nur a', a*\ . . a^^^ und a 
bekannt sind. 

Zu Folge der Definition ist 

M'i= a'—x 
also 

M'i= a' — a + a — x 

daher 
und 

Ersetzt man M\ und M^ durch die 
mittleren Fehler M' und M, so wird, da 

nach Gleichung (16) ist, folgen: 

|j.«=n'a'* +n'M* +2Mn'a' 

^« = n" a"* + n"M« + 2 M n"a" 

« 

Addiert man diese v Gleichungen, so 
folgt 

V ^^ =2 «'^ «"''+ M« 2 «''+ 2 M 2 «''^ «'' 
nun ist zufolge Formel 17: 
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also 

und mithin wird, wenn 
gesetzt wird 

und nach Gleichung (16) 
also folgt 

V — 1 

für die Berechnung des mittleren Fehlers 
einer Beobachtung. 

Ersetzt man hierin die Zahlen n^'^ durch 
die Gewichte, wobei ji^ das Gewicht einer 

Beobachtung sein soll, so ergibt sich 

Formel 19: j. = +V/-l^-^ 

als mittlerer Fehler einer Beobachtung 
vom Gewichte p^^ wenn die Beobach- 
tungen die Gewichte p', p'\ . . p^^^ hatten, 
und die Grössen a', a", . . a^^^ lieferten. 
Es ist dann 

wobei a durch die Formel 17 bestimmt ist. 

Anmerkang 14. Es möge bemerkt werden, dass die Summe der Fehlerquadrate den 
kleinsten Wert hat für das arithmetische Mittel. 

Es ist 
also muss für ein ^, für welches [e'] ein Minimum ist, 

sein, d. h. es ist x = — (<7t+ ««+ . . . + a„) =r a 

derjenige Wert, für den [e*] ein Minimum wird, da -j^«- =4-2 ist. 

Das arithmetische Mittel macht daher die Summe der Quadrate der Fehler zuai 
Minimum und dies ist der Grund, warum die Ausgleichungsrechnung, die vom arithmetischen 
Mittel ausgeht auch die Methode der kleinsten Quadrate heisst. 



\ 
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Gelöste Aufgaben. 

(Anwendung der im Vorstehenden abgeleiteten Formeln.) 



Aufgabe 1: Man hat em&a Winkel 12-mal 
gemessen nnd hierbei die Werte gefanden: 



1) 21' 


15' 36,2" 


2) 


32,8" 


3) 


37,8" 


4) 


42,2' 


ß) 


36,1' 


6) 


39,2' 


7) 


41,9" 


8) 


33,1" 


9) 


38,2" 


10) 


36,9" 


11) 


85,8" 


12) 


84,6", 



welches ist die wahrscheinlichste Grösse des 
Winkels, welches ist der mittlere Fehler einer 
Beobachtung und welches ist der wahrschein- 
liche Fehler des arithmetischen Mittels? 



Auflösung: Um den wahrscheinlichsten 
Wert der Winkelgrösse zu finden, haben wir 
einfach das ariüimetische Mittel aus den 
12 Beobachtungswerten zu nehmen. Hierzu 
addieren wir nur diejenigen Teile, welche 
bei den einzelnen Messungen differieren. 

Also haben wir die Summe zu bilden von : 

36,2 
32,8 
37,8 
42,2 
36,1 
39^ 
41,9 
33,1 
38,2 
36,9 
35,8 
34,6 



und da 



444,8, 



^ = 37,07 



ist, so ist der wahrscheinlichste Wert der 
Winkelgrösse 

a = 2V 15' 37,07" 
Wir bilden nun folgende Tabelle: 



M 


a. 

t 


«i 


«? 


i 1 


21 <^ 15' 36,2" 


— 0,87 


0,7569 


2 


32,8" 


— 4,27 


18,2329 


3 


37,8" 


+ 0,73 


0,5329 


, 4 


42,2" 


+ 5,13 


26,3169 


5 


36,1 " 


-0,97 


0,9409 


6 


39,2" 


+ 2,13 


4,5369 


7 


41,9" 


+ 4,83 


28,3289 


8 


33,1 " 


— 3,97 


15,7609 


9 


38,2" 


+ 1,13 


1,2769 


10 


36,9" 


-0,17 


0,0289 


11 


35,8" 


— 1,27 


1,6129 


12 


34,6" 


— 2,47 


6,1009 






+ 13,95 


99,4268 






— 13,92 





a 



In der Spalte unter an stehen die Fehler 
, = ö,- — a in der letzten Spalte aj die 
Quadrate dieser Fehler. Die letzte Zeile ent- 
hält die Summe aus den Spalten. 
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Gelöste Aufgaben. 



log fx = 



1 
2 



Nebenrechnang: 

log 99,4268 = 1,99750) 
log 11 = l,04139 i 

0,95611 
log i¥268. ^ ^^^^3^, 

jt = 3,006 



1 
2 



log iJL = 0,478051 
log 12 = 0,63959J 



log M = 0,93846 
M = 0,868 



Dass die Spalte unter a^ nicht als Summe 
Null gibt, sondern 

[a J = -»- 13,95—13,92 = 0,03 

liefert, hat seinen Grund darin, dass die 
Division, welche das arithmetische Mittel 
lieferte, nicht aufgeht. 

Nach Formel 16 ergibt sich nun der mitt- 
lere Fehler einer Beobachtung, 



4268 



ji = + 3,01" 

Nach Formel 9 folgt dann der Fehler des 
arithmetischen Mittels: 

nach nebenstehender Bechnung 

M = + 0,87" 

und daher ist nach Formel 14 der wahrschein- 
liche Fehler P des arithmetischen Mittels 



oder 



P = M . 0,674 = — 0,87 . 0,674 
P=4-0,58" 



Man hat daher folgendes Resultat : 

der wahrscheinlichste Wert des gesuchten 
Winkels ist 

21« 15' 37,07" 

und man kann 1 gegen 1 wetten, dass der 
wahre Wert des Winkels zwischen 

21» 15' 37,07" + 0,58" und 
21 • 15 ' 37,07 " — 0,58 " Uegt. 

Der Durchschnittsfehler einer Beobachtung ist 

jx = + 3,01" 
* 
und der zu befflrchtende Fehler des arith- 
metischen Mittels ist 

M = + 0,87" 



Aufgabe 2. Im Jahre 1798 veröffentlichte 
Cavendish das Resultat von 29 Versuchen, 
in denen er die Dichtigkeit der Erde be- 
stimmte und zwar ergaben sich ihm, die 
Dichtigkeit des Wassers gleich 1 gesetzt, 
folgende Zahlen: 



AnflOsnng. Man entwerfe wieder eine 
Tabelle, in der zuerst die Spalte unter a ^ aus- 
gefüllt wird. Die ungleichen Stellen werden 
addiert und durch 29 dividiert, wodurch man 
das arithmetische Mittel 5,48 erhält. Sodann 
wird die Spalte unter a^ ausgefüllt durch die 
OL. s= a^—a und schliesslich werden die «'^ be- 
rechnet. 



\ 
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5,50 
5,61 
5,88 
5,07 
5,26 
5,55 
5,86 



5,29 


6,44 


5,58 


5,34 


5,65 


5,79 


6,57 


5,10 


6,53 


5,27 


5,62' 


6,39 


5,29 


5,42 



5,47 
5,63 
6,34 
5,46 
5,30 
5,76 
5,68 
5,85, 



welches ist der wahrscheinlichste Wert der 
Dichte der Erde, und welches ist der mittlere 
und wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung, 
resp. des Mittels, und welches sind die Maasse 
der Präcision? 



M. 


«. 


a. 


«! 


1 


5,60 


+ 0,02 


0,0004 


2 


61 


+ 0,13 


0,0169 


3 


88 


+ 0,40 


0,1600 


4 


07 


— 0,41 


0,1681 


5 


26 


0,22 


0,0484 


6 


66 


+ 0,07 


0,0049 


7 


86 


— 0,12 


0,0144 


8 


29 


— 0,19 


0,0361 


9 


68 


+ 0,10 


0,0100 


10 


66 


+ 0,17 


0,0289 


11 


67 


+ 0,09 


0,0081 


12 


63 


+ 0,05 


0,0025 


13 


62 


+ 0,14 


0,0196 


14 


29 


— 0,19 


0,0361 


16 


44 


— 0,04 


0,0016 


16 


34 


— 0,14 


0,0196 


17 


79 


+ 0,31 


0,0961 


18 


10 


— 0,38 


0,1444 


19 


27 


-0,21 


0,0441 


20 


39 


-009 


0,0081 


21 


42 


— 0,06 


0,0036 


22 


47 


— 0,01 


0,0001 


28 


63 


+ 0,15 


0,0225 


24 


34 


-0,14 


0,0196 


25 


46 


0,02 


0,0004 


26 


30 


— 0,18 


0,0324 


27 


75 


+ 0,27 


0,0729 


28 


68 


+ 0,20 


0,0400 


29 


86 


+ 0,37 


0,1369 




159,01 


+ 2,47 


1,1967 




■ 


-2,40 





Daher folgt 
!• fOr (>• nach Formel 16 



log 1,1967 = 0,07798 ( 
log 28 = 1,44716 ) 



0,63082 — 2 
log jt =■' 0,31541 — 1 
jx = 0,2067 

2. für M nach Formel 9 

"" Vri 

logjt = 0,31541 — 1 
log 729 = 0,73119 
log M = 0,58422 — 2 
M = 0,0384 

3. für p nach Formel 8 

p = 0,6744 fi. 

log 0,6744 = 0,82897 - 1 
log ji. = 0,31 541 — 1 

log p = 0,14544 — 1 
p = 0,1397 



!- 



+ 
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4) fQr P nach Formel 14 

P = 0,6744 M 

log 0,6744 = 0,82897 — 1 \ . 
log M = 0,58422—2 / * 

log P = 0,41319 — 2 
P = 0,0259 

5) für h nach Formel 7 

log ji^= 0,31541 - 1 ) . 

log 72 = 0,15051 j ^ 

0,46592 — 1 

log h = 0,58408 

h = 3,42 

6) für H nach Formel 7 

^= -\r- 
M72 

log M = 0,58422 — 2 i 
log Vi = 0, 15051 S "^ 

0,73473 - 2 

log H =3 1,26527 

H = 18,42 

Um eine Probe für die Bichtigkeit der 

Rechnung zu haben, kann man die Formel 

benutzen: 

Ä«:Ä* = n:l 

Es folgt: 

log H^ = 2,53054 
log A« = 1,06816 

log n = 1,46238 

n = 29,00 
wie es sein muss. 

Man kann 1 gegen ] wetten, dass der 
wahre Wert der Erddichte zwischen 

5^T^,0259 und 6,48 — 0,0259 
liegt. 

Man kann auch die Wahrscheinlichkeit für 
irgend einen Fehler berechnen. Es ist nach 

Formel 4 

Tr=e (Hi) 

die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler t dem 
arithmetischen Mittel anhaftet. Setzt man 
z. B, T = 0,1, 80 ergibt sich, da 

^T = 18,42.0,1 = 1,842 

ist, nach Tabelle I : 

e (1,84) = 0,9907359 = 0,991 

Man kann also 1000 gegen 9 wetten, dass 
der wahre Wert der Erddichte zwischen 
5,48 + 0,1 und 5,48 — 0,1 liegt. 
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Anmerkung 15. Ordnet man die Fehler ol. ihrer Grösse nach au, so erhält man 
folgende Beihe 

— 0,41, — 0,88, — 0,2», — 0,21, — 0,1», — 0,1», — 0,18, — 0,14 — 0,14, — 0,12, — 0.0», — 0,06, — 0,04, — 0,02, — 0,01 
H- 0,02, + 0,06, + 0,07, + 0,09, + 0,10, + 0,18, + 0,14, + 0,16, + 0,17. + 0,20, + 0,27, + 0,31, + 0,87, + 0,40 

Die fettgedruckten Fehler stehen in der Mitte zwischen den negativen resp. posi- 
tiven Fehlem und es ist also ebenso wahrscheinlich, dass einer der begangenen Fehler 
grösser als 0,14 ist, als dass er unterhalb 0,14 liegt. Der wahrscheinliche Fehler muss 
also 0,14 sein, was mit dem gefundenen Resultat p = 0,1397 sehr gut übereinstimmt. Auf 
diese Art kann der wahrscheinliche Fehler aus einer grossen Beobachtungsreihe mechanisch 
bestimmt werden. 

Angabe 3 : Ein Winkel wurde mit einem 
Theodoliten T öfters gemessen und es ergab 

sich als Fehler des arithmetischen Mittels AnflOsung. Nach Formel 13 gilt die Pro- 
M = 12". Ein zweiter Theodolit T, gibt bei portion: 
einer gleich grossen Anzahl von Messungen P'Pt=^ Mj:M 

als Fehler des arithmetischen Mittels Mj = 6". , r. • i.i. *« j- t, v ui. 

Welche Gewichte hat man den Messungen ^?,"V T .''p ^^L t^ Beobachtung 
mit dem einen und anderen Theodoliten zu- ^'^ f.^^ P^ ^*« ^«^^^^* ^^ ^i ''^' ^^' 
zuschreiben, wenn man ihre Messungen ver- loigt. 
gleichen will ? p : ;?i = 6 » : 12 * 

oder 

pip^Tss 1:4 

Setzt man p = 1 so wird p, = 4 , d, h. 
jede Beobachtung mit dem Theodoliten T^ ist 
4-mal so genau als eine Beobachtung mit 
dem Theodoliten T, 

Auf diese Weise muss man die Gewichte 
bestimmen, welche verschiedenen Instrumenten 
zukommen, wenn die mit denselben erhaltenen 
Besultate verglichen werden sollen. 



AnliKabe 4. Ein Winkel von der bei- 
läufigen Grösse von 17" 15' 40" wurde mittels 

Bepetitionsverfahren gemessen und zwar wurden Auflösani^. Die Besultate der Messungen 

14Messungengemacht und man fand als Mittel sind verschieden genau, und zwar desto ge- 

, . ^^ ^.^. "irro ir/ >i!iAiw/ nauer, je öfters repetiert ^nirde. Wir setzen 

bei 5 Bepetitionen: 17 15 45,00 ^^^^^ ^^^ Repetitionszahleu als Gewichtszahlen 

^ ^ ^ 4o 00'' "^^ ^^^ stellen die nachfolgende Tabelle auf, 

^5 ^ 4250" ^^ ^®r unter p,- die Gewichte unter a,- die Se- 

l S l 37,50'' künden, unter p,.aj die Produkte aus beiden 

r ^ r 38,33''^ ersten Spalten stehen. Aus der Summe aller 

r ^ r Iq'qq/' Pi»^i ^^^^ ^©^ Durchschuittswort a nach 

^ ^ *" 40 63" Formel 17 berechnet. Die Spalte unter a^. ent- 

^2 l 36,25" hält die Fehler «,- =s 0^ — 0, die nächste die 

r 3 r 42,50" Produkte Pi . o^ , sodann folgt die Spalte mit 

r ^ " it'rtft'/ ^®^ *•' ^^^ schliesslich mitp.a,*die zur Be- 

** 3 ** 4083". Berechnung des mittleren Fehlers gebraucht 

" ' " * ' werden. Die Spalte p, . a^ ist nur zur Probe 

Welches ist die wahrscheinlichste Grösse berechnet, da [pa] = oder nahezu = 

des Winkels, welches ist der mittlere und sein muss« 
wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung 
resp* des Mittels, und welches sind die zu- 
gehörigen Masse der Präcision? 
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m] Vi 


a. \ j>-a, 


«/ 


Vi^i 


9 « 


\ 1 

2 
1 3 

i 4 

5 

6 

7 

1 8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 


5 
4 
3 
5 
3 
3 
3 
3 
4 
2 
3 
3 
2 
3 


45,00 
31,25 
45,00 
42,50 
37,50 
38,33 
27,50 
43,33 
40,63 
36,25 
42,50 
39,17 
45,00 
40,83 


225,00 
125,00 
135,00 
212,50 
112,50 
115,00 

82,50 
130,00 
162,50 

72,50 
127,50 
117,50 

90,00 
122,50 


-f 5,22^ 

— 8,53 
+ 5,22 
+ 2,72 

— 2,28 

— 1,45 
- 12,28 
4- 3,55 
+ 0,85 

— 3,53 
+ 2,72 

— 0,61 
+ 5,22 
+ 1,05 


+ 26,10 

— 34,12 
+ 15,66 
-V 13,60 

— 6,84 

— 4,35 
-36,84 
+ 10,65 
+ 3,40 

7,06 
+ 8,16 

— 1,83 
+ 10,44 

; + 3,15 


27,248 

72,761 

27,248 

7,398 

5,198 

2,103 

150,798 

12,603 

0,723 

12,461 

7,398 

0,372 

27,248 

1,103 


136,24 

291,04 

81,74 

36,99 

15,59 

6,31 

452,39 

37,81 

2,89 

24,92 

22,19 

1,12 

54,49 

3,31 




46 




1830,00 




+ 91,16 
— 91,04 




1167,03 



Nach Formel 17' folgt nun 

[P] "" 46 "■ ^^'^^ 

^'?*- \ •w^i^f^'^^® ^^ i*'Äf*S; als die Sekunden des Winkels, 
verfahren hei Winkelmessungen geschieht, tmdet 

man auseinandergesetzt in Laska, Lehrhuch Man hat ferner: 

der Geodäsie. 1, für ^en mittleren Fehler einer Beobach- 

tung nach Formel 19 



^ = ± Vfe?- 



indem i?o = l gesetzt wird, als das Gewicht 
einer Beobachtung. 

log 1167,03 = 3,06707) 
log 13 = 1,11394| "" 

1,95313 
log |Ji = 0,97656 
|ji = + 9,475" 

2. für den mittleren Fehler des arithmeti- 
schen Mittels nach Formel 18 



M = 



log^ji 

log y 46 

log M 

M 



VM 

0,97656i 
0, 83137) " 
0,14519 

+ 1,397" 



3. für den wahrscheinlichen Fehler der Be- 
obachtungsreihe nach Formel 8 



p = 0,6744 [JL 

log 0,6744 = 0,82897 — 1) 
log fi =^97656 j 

log p = 0,80553 
p = + 6,390" 



+ 



\ 
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4. für den wahrscheinlichen Fehler des Mit- 
tels nach Formel 14 

P = 0,6744 M 

log 0,6744 = 0,82897 — li , 
log M = 0,14 519 i "^ 

0,97416 — 1 
P = + 0,942" 

5. für das Maass der Präcision des Durch- 
schnittafehlers h» folgt nach Formel 7 

H.V2 
log |J. = 0,97656) 
log Vi = 0,1505 1) "^ 
1,12707 

log h. = 0,87293 — 2 
h = 0,0746 

6. für das Präcisionsmaass des Mittels folgt 
nach Formel 

M\/2 
log M = 0,14519) 

log 72 = 0,150 5li ^ 
0,29570 

log R «= 0,70430 — 1 

H = 0,5062 

7) für die mittleren Fehler M^*'-' der ein- 
zelnen Bepetitionsssätze folgt nach Gleichung 16 

M<»> = ^ 

also folgt für 

Nr. 10 und 13 ji' = ^ = + 6,70 

3,6,6,7,8,11,12,14 . |x" = ^ = + B,47 

2 und 9 jjl'"= ^?^':? = + 4,74 

\/4 

, lund4 p,av)^ 9,475 ^ _^ ^ ^4 

Der Winkel hat daher die wahrscheinlichste 
Grösse von 

\T 15' 39,78" 

und man kann 1 gegen 1 wetten, dass der 
wahre Wert zwischen 

17° 15' 39,78"+ 0,942 

und 17« 15' 39,78"— 0,942 
liegt. 



r\ 



r 
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Aufgabe 5. Aus einem Geschütze wurden 
n Schüsse gegen eine Scheibe abgefeuert. 
Durch den Mittelpunkt der Scheibe ist ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem gelegt und 
auf dieses bezogen, hatten die Treffpunkte 
die Coordinaten: 



AnflöraDg. Ist X die Abscisse, Y die 
Ordinate des Treffmittelpunktes, so ist nach 
Erklärung 9 



^l> «^^S» 's • • • • •*'! 



resp. 



2rn Vi^ ys 



^»»1 



welches ist der Treffmittelpunkt für das Ge- 
schoss; und welcher wahrscheinliche Fehler 
haftet an der Bestimmung desselben? 



X 



Y = 



J^iH- J?S+^8+^* 



n 



Vi+Vi-^yB+yn 



n 



wodurch der Punkt bestimmt ist. 

Der mittlere Fehler der XuXo,...Xm er- 
gibt sich nach Formel 6 



— n 



Erkl. 9. Treffmittelpunkt heisst der- 
jenige Punkt, für den sowohl die Abscisse als 
die Ordinate das arithmetische Mittel der ein- 
zelnen Coordinaten ist. Ist die Schusswaffe eine 
gute, so wird der Treffionittelpunkt in unmittel- 
barster Nähe des Scheibenmittelpunktes liegen. 
Ergibt sich aber, dass bei jeder Schussrichtung 
der Treffinittelpunkt beträchtlich absteht vom 
Scheibenzentmm, dann ist die Schusswaffe eine 
schlechte und zum guten Schiessen nicht zu 
gebrauchen. Der Winkel, unter welchem dem 
Zieler die Entfernung des Scheibenmittelpunktes 
vom Treffmittelpunkt erscheint, heisst die De- 
viation des Geschützes. 



wir wollen denselben für den vorliegenden 
Zweck etwas umformen. Es ist 

[»?]= [xf]-2XM4-A? 
und da 

[*.] = nX 
ist, so folgt 

also folgt auch 



und analog für die y Ordinate 



Ist nun die Schusswaffe eine gute und ist 
gut gezielt worden, so werden die [j?,] ebenso 
wie [^i] sehr klein sein, da die Treffpunkte 
in der Umgebung des Mittelpunktes liegen, 
also die Xi bald positiv, bald negativ sind. 
Man kann daher die Grössen 

vernachlässigen und erhält 
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Für das Maass der Präcision der Schnsswaffe 
erhält man dann nach Formel 7 



2[*?] 




und die Grösse dieser Zahlen lässt anf die 
Güte der Schnsswaffe einen Schlnss ziehen. 
Je grösser nämlich A^ und h^ sind, desto 
besser ist die Schusswaffe , indem dann alle 
Xi und yi sehr klein sein müssen, da [xi*] 
und [y,»] klein ist. 

Man nennt 

die Präcision des Geschützes« 

Ein numerisches Beispiel folgt in den un- 
gelösten Aufgaben. 



Ungelöste Aufgaben. 

Anllsabe 6. Um das Atomgewicht des Andeutung. Die Lösung geschieht genau so 
Sauerstoffes zu bestimmen, hat Dumas eine ^i® ^^i ^®^ Aufgabe 2. 
Reihe von Versuchen gemacht und erhielt, 
wenn er das Atomgewicht Yom Sauerstoff 
gleich 100 annahm, für das Atomgewicht des 
Wasserstoffes in 19 Versuchen folgenden Wert, 
die der Grösse nach geordnet sind: 



12,472 


12,491 


12,547 


12,480 


12,496 


12,550 


12,480 


12,508 


12,550 


12,489 


12,522 


12,551 


12,490 


12,583 


12,551 


12,490 


12,546 


12,562 


12,490 







Welches ist der wahrscheinlichste Wert 
des Atomgewichtes des Wasserstoffes, welches 
ist der mittlere und wahrscheinliche Fehler 
einer Beobachtung, welches ist der mittlere 
und wahrscheinliche Fehler des arithmetischen 
Mittels, und welches sind die Präcisionsmaasse 
einer Beobachtung, resp. des Mittels? 



Anfii^abe 7. Welches ist die Wahrschein- 
lichkeit dafür, dass auf Grund der vorher- 
gehenden Aufgabe, der wahre Wert des Atom- 
gewichtes zwischen 12,5 und 12,53 liegt? 



Andeutung. Nachdem H bekannt ist, findet 
man den gesuchten Wert aus Tabelle I. (Vgl. 
die Aufgabe 2.) 
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Ungelöste AufgabexL 



Aufgabe 8. Man hat einen Winkel mit Andeutung. Man bestimme nach Aufjgabe 3 die 
drei verschiedenen Theodoliten gemessen, deren Gewichte, welche den Messungen mit den ein- 
Durchschnittsfehler sind ^^^^^ Theodoliten zukommen imd berechne die 

verlangten Grössen nach Aufgabe 4. 

für 2\ .... H-t = 6" 

?» •*>•••• r'a ^ ^^ 

Man fand mittels 
T, den Winkel gleich 25' 16' 17,62" 



T, 



fi 



9i 



yj 



»» 



>> 



jj 



25^ 16' 13,82" 
25° 16' 10,23" 



welches ist der wahrscheinlichste Wert der 
Winkelgrösse, welches ist der wahrscheinliche 
Fehler des Mittels? 



Ben berechnen. 



Aufgabe 9. Man hat einen Winkel von Andeutung. Man muss vorerst die Beobach- 

etwa 12* 15' 86" mit drei verschiedenen Theo- tungen auf gleiche Gewichte reduzierenj indem 

doliten gemessen und zwar erhielt man bei ^«^ die Beobachtungen mit 7; multipliriert 

5 Messungen mit 21 die Werte: "4* ««» die mit r, multipliziert mit p, und die 

V o« goi* luiu a.^ ^o oxTO. ^^^ 2»^ multipliziert mit »,, kann man dann 

12® 15' 31 7" '^^^ Aufgabe 3 den wahrscheinlichsten Wert be- 

og^g«« stimmen und auch die übrigen verlangten Gros- 

40yT' 

28,6" 
32,3" 

bei 7 Messungen mit T, ergaben sich: 

12° 15' 32,8" 
36,7" 
38,2" 
29,3" 
41,6" 
35,3" 
36,2" 

bei 6 Messungen mit T, ergaben sich: 

12® 15' 32,6" 
38,2" 
32,3" 
39,5" 
41,2" 
34,3" 

Welches ist der wahrscheinlichste Wert der 
Winkelgrösse, wenn den einzelnen Theodoliten 
Genauigkeiten entsprechen, die durch die Ge- 
wichte : p. = 3, Ps = 2, jp, = 1 dargestellt 
sind? Welches ist der wahrscheinliche Fehler 
des Mittels? 



Anflsabe 10. Aus einer Kanone wurden 
gegen eine Scheibe 15 Schüsse abgefeuert. 
Durch die Mitte der Scheibe wurden zwei 
rechtwinklige Achsen gezogen und in Bezug 
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Preisg ekrönt in Franklnrt a. M. 1881. 

Der ausführliche Prospekt und das ausführliche Inhalts- 
Verzeichnis der „vollständig gelösten Anfgabensammlnng Yon 
Dr. Ad. Kleyer*' kann von jeder Buchhandlung, sowie von der 
Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert am den sofortigen und dauern» 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

8). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 8 — 4 Hefte zu dem AbonnementsprelBe von 25 Pfg. pro Heft 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie ans dem Prospekt ersiohtlioh, ohne Jede Bedeutung 
fflr die Interessenten. 

6). Das Werk enthält AUes, vras sich Überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, daa 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorsüglichste Lehrbuch 
lum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch fftr Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Bachhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollstSndige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kl jedeBuchhandlung bezogen werden. 



^11 erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte 



^*nok Ton Oftrl Hammer in Stuttgart. 




-'\a^igi.l:.^^-„„. 

Preis I Ausgleichsrechnung 

des Heftes ! nach der Methode der kleinsten 
qOie^^Ä««. 1 Qnadrate. 

*Ti»*.Jlr^\i Forts. T. Heft 875. — Seite 33—48. 



[fgaben- Sammlung 

t Anlangen ungelöster Aufgaben, für den Schul- Si Selbstunterricht - 



s- 



■Ubidige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 




Preisgekrönt in Frankfart a. M, 1881, 

PROSPEKT. 

Dieiei W^rk, welchem kein fthnUehes zur Seite steht, encheint moDatUch in S— 4 
Heften sn dem billiicen Preise Yon 25 ^ pro Heft imä bringt eine Sammlung der wichüf - 
sten und praktischsten Anfeaben ans dem GeRamtirebiete der Mathematik , Phjsik, 
Mechanik, math. ßeosTaphie, Astronomie , de» Magehinen-^ Strassen- , Eisenbahn-, 
Brücken- nnd Hoehbanes, des konstniktlTen Zeichnens etc. etc. and zwar in TOllstftndig 
gelfffitter Form, mit Tielen Fifrnren, Erklärnntren nebst Angabe nnd Entwickelnng der 
benntaten ^^ätze, Formeln« Regeln in Frairen mit Antworten etc., so dass die Ltonng 
Jedermann verst&nHlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grossere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist. da dieselben sich in ihrer Gesamtlielt eri^nzen und alsdann auch aUe 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorlieeren. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und mtrleich von den Herren Lehrern ftlr den Schulunterricht benntst 
werden können. — Die LSsnngen hierzu werden sp&ter in besonderen Heften fftr die Hand den 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeneieh- 
nis, Berichtiprangen und erläuternde Erklftmngen über das betreifende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunftchst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen I. nnd II. Ord., gleich- 
berechtigten h Oberen Bfirgerschnlen, PriTatschnleny Gymnasien, Realgymnasien, Prt- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschnlen, 
Qewerbesehnlen, Handelsschulen, teehn. Torbereitungsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, UniTcrsitAten , Land- nnd Forstwissenschaffcssehulen, 
Militftrschnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. fOr das Ei^Jfthrigp-Frei- 
willige- nnd Offlziers-Examen, etc. 

Die Heh liier. Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum nnfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Anfsraben gezeigt, welche sie bei ihren PrHf^ingen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die iilierans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kriftige Stfltze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disdplinen — zum Anflffsen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zn lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zn rerwerten. Lost, Liebe 
und Terständnis für den Schul -Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und rielleicht vergess 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Ber 
zweigen rorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschimg'en gel 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische . 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Na 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerfiai 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeld Strasse 16, entgegen nnd wird deren Erlr^'- 
thnnlichst berücksichtigt 

Stattgart Die Yerlagshaiidlni 



Ungelöste Aufgaben. 
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auf diese ergaben sich die Koordinaten der 
*rreffpunkte bei dem 



1. Schuss X = 



2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 



a: = — 216 
ar = -f 158 
a; = + 120 
a: = +217 
« = + 167 
X = -212 
ar = — 145 
a? = — 252 
a: = + 283 
ar == — 203 
a: = - 105 
ar = + 196 
a: = — 132 
a: = - 203 



y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 



-—215°^ 

— 314 
+ 214 

— 110 
+ 201 
+ 294 
+ 305 

— 301 
+ 283 
-296 
-292 
+ 290 

— 153 
-105 
+ 190 



Welches sind die Koordinaten des Treff- 
mittelpunktes? Wie gi'oss ist die Deviation 
des Geschützes, wenn die Scheibe 2398 m 
vom Geschütz entfernt war? Welches ist die 
Präcision des Geschützes? 



Aufgabe 10 a. Im Jahre 1845—46 wurde 
die Polhöhe der Moskauer Universitäts-Stern- 
warte durch wiederholte Beobachtungen be- 
stimmt Hiebei ergaben sich folgende Werte: 

1) 55** 45' 20,29" mit einem mittleren Fehler M, = 

M,= 

M,= 



Andeutung. Man bestimme vor allem die Ge- 
wichte der einzelnen Beobach- 
tungen nach der Formel 



2) 


19,39" „ 


3) 


20,61" „ , 


4) 


20,27" „ 


5) 


19,81" „ , 


6) 


19,61" ,. 


1) 


19,22" „ 


8) 


19,08" „ 


9) 


19,71" „ , 



»> 



»> 



>> 



ff 



>) 



>> 



»> 



>> 



M, 
M 



8 



M. = 



0,368" 

0,400 

0.295 

0,341 

0,279 

0,590 

0,388 

0,265 

0,381 



Pi 



M? 



und setze hiebei ^^ = 1 vor- 
aus, als das Gewicht einer einzel- 
nen Beobachtung. Man schreibe 
dann wie in Aufgabe 4 die Ta- 
belle an, deren Columnen wie 
dort beschaffen sind. 



Welches ist die wahrscheinlichste Folhöhe, 
die sich aus diesen Resultaten ergibt, und 
welches ist der wahrscheinliche Fehler dieser 
Bestimmung? 



C über die Ausgleichung indirekter Beobachtungen 

einer Grösse. 

Frage 16. Eine Grösse x kann nicht 

direkt beobachtet werden , sondern es Antwort« Der wahrscheinlichste Wert 

sind nur die Grössen x^ , a;^ . . . x^ der der gesuchten Grösse x wird oflFenbar 

Beobachtung zugänglich. Man weiss, dass erhalten, wenn wir an Stelle der x^. 



X — — C\ X* "j— Ca Xa ""y" • • • |~ C. X. 

B o b e k , Aosgleichirocbnung. 



'2 



. x^ die wahrscheinlichsten Werte 



dieser Grössen setzen. Bezeichnen wir 

3 • 



34 Über die Ausgleichung indirekter Beobachtungen einer Grösse. 

ist, und kennt die konstanten Grössen Cj, den wahrscheinlichsten Wert von x mit a, 
Cj . . . c^. Wie berechnet man den wahr- so wird, wenn 

scheinlichsten Wert von x und die die- ^ ..^_L/.^_l _j_^^ 

sem anhaftenden Fehler, wenn man die ^ - ^i^i -h HX^ + • • • + c,a;, 

Fehler der Mittel M^, Mg . . . M^, die bei ist, die 

den Beobachtungen von x.. Xa,,.x, be- ^ , «« , , , 

gangen wurden, kennt, wobei a^^a^.-.a^ i i ■ » « • t t 

die wahrscheinlichsten Werte der x^^ den wahrscheinlichsten Wert von x liefern. 
x^, ..x^ sein sollen ? Bezeichnet man den Fehler, der dem a 

anhaftet, mit M^, so dass 

M^= a — X 

ist, so ergibt sich durch Subtraktion der 
beiden obigen Gleichungen, wenn man 
beachtet, dass die Fehler sowohl positiv 
als negativ genommen werden können: 

+ M^=+CiMi±c,M8t...±c,M,..(l) 

indem ^, 

M.= Ä.— o;. 

ist. Durch Quadrierung der Gleichung (1) 
folgt : 

• I,* 

Da in der zweiten Summe positive 
und negative Glieder auftreten , so wird 
dieselbe im Verhältnis zur ersten klein 
sein, und kann daher bei der Berech- 
nung des Durchschnittsfehlers M^ vernach- 
lässigt werden, so dass die 

Formel 21: M^= + V[c« M*] 

folgt, für den Durchschnittsfehler des 
wahrscheinlichsten Wertes von x. 

Setzt man in Formel 21 fürM,. die wahr- 
scheinlichen Fehler P,. ein, so ergibt sich, 
wenn P^ der wahrscheinliche Fehler von 
Ä ist: 

Formel 22 : P« = ± V[?P] 

wie aus Formel 14 ohne weiteres folgt. 

Die Gewichte, welche den einzelnen 
beobachteten Grössen a^, ög . . . ä^, a zu- 
kommen, seien mit P^, Pg • • • ^i» -P« ^^^ 
zeichnet, dann gelten die Gleichungen 

11 1 

' M^, ' ^ m: * m: -'^^ 



^ 



über die Ausgleichung indirekter Beobachtungen einer Grösse. 85 

nach Formel 18, wenn i?^ = 1 gesetzt 

wird. 

Da aber auch 

1 



^«-"m: 



wird, so fol^: 

-1 = M^ = [c* M*] (3) 

nach Formel 21, und wenn man die M. 

in der Summe rechts durch die Gewichte 
ersetzt, ergibt sich 



Formel 23: 



HK] 



p. 



Frage 17. Die zu beobachtende Grösse x 
ist eine bekannte Funktion der Grössen x^, 
x^... x^j die allein der Beobachtung zugäng- Antwort« Es sei 

lieh sind. Man hat die wahrscheinlichsten ^ _« ^/^ ^ ^\ 

Werte der a?i , x^. .. x^ gefunden als / v n 2 • • • *; 

ai, flj . . . a^ mit den Durchschnittsfehlem vorausgesetzt. Dann wird offenbar der 
M„ M, . . . M„ wie findet man den wahr- wahrscheinlichste Wert der Unbekannten a: 
r . ,. V . m _x j j. j- derjenige sem, den die Einsetzung der 

scheinhchsten Wert von x und die diesem wahrscheinlichsten Werte von x,, x, . . x, 
anhaftenden Fehler? U^^rt, also ist i' 2 . 

Formel 24 : = f{aj^, a^... a^) 

Erkl.lO. Nach dem Taylorschen Satze für ^ wahrscheinlichste Wert von x. 
mehrere Yanable (vergleiche Eleyers Lehrbuch 
der Differentialrechnung), ist Durch Subtraktion erhalten wir: 

+ '?^(*i""^i) +"J7"(*'«"~^t)''*"y^ (*«--• ^t) oder nach nebenstehender Erklärung 



+ ^ (..-..)'4- ... + _5^. (,,_ ,) + ... + .?^^ (. _ .) 

Sind also die DiflTerenzen (d?, — 0,), (x^ — a«)"- es wird also 

(«j— o^) aUe sehr klein, wie es in unserem Fall ^ ^ 

stattfindet, so kann man die 2*«» und höheren + 3^ __- + .° / jj + °L M« + . . . + 

Potenzen dieser Grössen vernachlässigen gegen- — - / S x^ ^ ~ S Xg 

über den ersten und erhält: ^^ 

/(jTi, ar,...«^) =/(a„ a....aj) - §^ * 
> f ^f 

+ ST" (^i~^i) + • • • + YäT (**"■ ^A^ und durch Vergleichung mit der Gleichung 

* * (1) ergibt sich auch hier sogleich die 

woraus die nebenstehend benutzte Gleichung 

^*""«'''*- Formel 25: M = + V[(|^)*M^] 



36 Über die Ausgleichung indirekter Beobachtungen einer Grosse. 

und für das G-ewicht die 

8/ 

Formel 26: 



Anmerkung 16. Kennt man den Durchschnittsfehler M und das Gewicht P, so 
ergeben sich die übrigen Grössen durch die im Abschnitte A abgeleiteten Formeln, 

Anmerkung 1*7. Es kommt häufig vor, dass man einen Winkel, der in Graden, 
Minuten und Sekunden gegeben ist, in Teilen des Ereisradius oder im Längenmaasse aus- 
drücken muss und umgekehrt. Hiezu gelten nun folgende Formeln. 

Der Umfang des ganzen Kreises im Gradmaasse ist 360 ® = 21600' = 1296000", 
während er im Längenmaasse 2nr ist, wenn r der Radius des Kreises ist. Hiebei ist 
'K = 3,141592658589. Daher kommen auf eine Länge des Bogens die dem Radius r 
gleich ist 

-^P- = 57,29577951' = 3437,7467706' = 206264,806236" 

J IC 

= 57« 17' 44,806236" 

Es gelten mithin folgende Regeln: 

I. Ist ein Winkel in Teilen des Radius ausgedrückt und man will denselben im 
Bogenmaasse erhalten, so muss man mit 

57,29577951'' oder 3437,7467706' oder 206264,806236" 

multiplizieren, je nachdem man den Winkel in Graden, Minuten oder Sekunden aus- 
drücken will. 

ir. Ist ein Winkel in Graden, Minuten oder Sekunden gegeben und will man ihn im 
Längenmaasse (Teilen des Radius) ausdrücken, so muss man mit 

^ = 0,017453 . . . -._ A__ ^ 0,000290 



57,29577951 ' 3437,7467706 

^^«P- 206264)80623 6- = 0^^00004848 

multiplizieren. Ist der Winkel in Graden, Minuten und Sekunden gegeben, so muss man 
ihn zuerst auf eine der Einheiten reduzieren. 

Es möge noch bemerkt werden, dass 

sin 1' = 0,000290 ) . t -. j t> j- 

sin 1" = 0;000004848( '"^ ^^''^^^ ^®« ^*^'^' '^*» 

dass man also die Regel IV auch so fassen kann: 

II. Hat man einen Winkel in Minuten oder Sekunden gegeben und will denselben 
im Längenmaasse des Radius ausdrücken, so hat man nur mit dem sin 1' resp. sin 1" zu 
multiplizieren. 

Für die Rechnung sei hier noch angegeben: 

log sin 1' = 0,4637261-4 
log sin 1"= 0,6855749-6 

log .— ,- = log 3437,7467 c= 3,5362739 
° sin r e » » 

log -Attt = log 206264,8062 = 5,3144251 

Anmerkung 18. In der Taylorschen Reihe (vergl. Kleyers Lehrbuch der Differential- 
rechnung) 

sin (x + A'"^) = sin a? + ^x cos .r — Ä^*- sin a: + (1) 



V 



über die Ansgleichung indirekter Beobachtungen einer Grösse. 37 

ist Xf also auch A^* in Teilen des Radius ausgedrückt, daher wird in der Formel 

d sinx = da ,co8X (2) 

auch das Differential in Teilen des Sadius ausgedrückt sein. Ist also ein Winkel im 
Bogenmaasse gegeben, etwa gleich cp' oder ^'', und soll sin (p' oder sin ^'' differenziiert werden, 
so muss der Winkel erst in Teilen des Badius ausgedrückt werden, und wir haben daher 

d sin (<p' sin T) = sin l'efcp' cos (9' sin 1') 
d sin (•}'' sin 1") = sin 1" d 9'' cos (9" sin 1") 

oder auch, wenn wir unter dem Funktionszeichen wieder nur Minuten resp. Sekunden lassen, 
da die logarrthmischen Tafeln fOr diese Werte die Funktionen angeben, so wird: 

Formel 27 • "^ ^'"^ ^' = ®''' ^' "^ ^' "^^^ ^' ra^ 

in welchen Formeln dann die d(f* und d^" im Bogenmaasse als Inkremente der Winkel 
gegeben sind. 

Anmerkung 19. Soll z. B. 

sin (j? + A"^) — sin j? = A * • cos x 
sein, bis auf die 7^ Dezimalstelle genau, so muss nach Gleichung (1) 

~ A^« sin d? < 0,0000001 • 

oder wenn wir sin o: = 1 setzen, als seinen grössten Wert, so folgt: 

A^*< 0,0000002 
also A ^ < 0,000446843 

und mithin Af = ^^1^7 = 92,24"= V 32,24" 

Soll der Winkel bis auf 1" genau sein, so muss 

A^ < sin 1" d. h. 
Aj?< 0,000004848 

d. h. 100 mal kleiner als obiger Wert. 

Auf diese Weise bestimmt man die Näherungswerte der Funktionen, die zur Be- 
rechnung der unbekannten Grösse dienen, 

Anmerkiuig 20. Ähnlich wie bei dem Differenziieren der Sinusfunktion muss man 
bei dem Differenziieren des Logarithmus von der Keihenentwicklung (vergl. Kleyers Lehr- 
buch der Differentialrechnung) des natürlichen Logarithmus ausgehen. Es ist 



/ (X + /\x) ^Ix =. -— V, — ^ 4- . . . 



X z x^ 

wobei Ix der natürliche Logarithmus ist, dessen Basis « =3 2,718281828 ist. Will man 
zu den Briggs*schen Logarithmen übergehen, die mit „log'' bezeichnet werden sollen, so muss 
man den natürlichen Logarithmus mit log e = 0,43429448, dem sogenannten Modul, multi- 
plizieren (vergl. Kleyers Lehrbuch der Logarithmen). 

Also folgt aus obiger Entwicklung 

1^« r- _L A *^ In« .. — A^^ log « 1 A^«' log e 
log(^ + A^) — loga? = - ^"""2 1^ ' 

oder wenn nur die erste Potenz der kleinen Grösse A^ beibehalten wird: 

. , A«^loge 

A log ^ = ^ -- 

log e = 0,43429448 
log Gog = 0,6377843—1 



38 Über die Ausgleichung indirekter Beobachtungen einer Grösse. 

So ist z. B. 
PI AA . d log . sin (p' = log ö . sin 1' .dtp' . cotg 9' 

rormei 40 . ^ j^^ ^j^^ ^,, = log . sin 1". cf 9". cotg cp" 

wenn ^ im Bogenmaasse gegeben ist. 

log e . sin 1' = 0,000126331 
log e . sin 1" = 0,0000021074 
log (log e . sin 1') = 0,1015104—4 
log (log e . sin 1") = 0,3237592-6 



Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 11. Mittels einer Latte von der 

Länge l wurde eine Strecke gemessen, wobei Auflösung. Setzen wir o; als die unbekannte 

sich ihre Länge gleich dem ^-fachen der Länge an, so wird 

Lattenlänge ergab. Bei dem jedesmaligen — 7 j. 7 _u / o. 7 

Anlegen der Latte wurde der Fehler gleich ji «? — ^ + i + i + . . . -t- 1 

geschätzt. Welches ist der Durchschnittsfehler = äZ 

des Eesultates, und welches der wahrschein- ^1^^^ ^Iso ist im Vergleich zur Formel 21 
liehe Fehler? 

c, = c, = Cs = = cjt = 1 

und es folgt daher als wahrscheinlichster 
Wert von x 

a = kl 

mit dem Durchschnittsfehler 





M = 


i^Vk 


und dem Gewichte 






P = 


. p 
' ~k 


wenn p 
ist, also 


das Gewicht 


der einzelnen Messung 


'V-l •• 4 


P - 


1 

1^' 



Für den wahrscheinlichen Fehler folgt dann 
nach Formel 14 

P = 0,6744897 M. 
' Aus 

ersieht man, dass der Fehler im Resultat 
desto grösser wird, je grösser die zu messende 
Strecke ist, und je kleiner der verwendete 
Maassstab war. 



i 



Aufjgabe 12. Gerling hat gelegentlich einer 
Basismessung für ein geodätisches Netz 5 Maass- 
«täbe Tj, T,, T^, T^, T^ von der Länge 
einer Toise, 1 Maassstab t, von der Länge 
von 3 Fuss, und einen Maassstab t^ von der 
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Länge von 2 Fuss yerwendet. Bei genauer 
öfterer Vergleichung mit dem Normalmaass- 
stab ergaben sich die Längen von 

7; :l'+ 0,0156" als mittl. Fehler: Ml = 0,0008" . ^. ^ , . ,. „ 

t\ : 1'+ 00075" 11 „ M. = 0,0010" «^t^® ^«^,^^^ Basismessjng anfeinanderfol^^^ 

r! : iC 0,0030" : : " m! = 0;0006" ^^^^*^^^* ^^^^^"' ^^^^* «^^^' ^*«« ^^^ ^*^S^^ 

r^: 1'+ 0,0205" „ „ „ M5= 0,0023" j? = 3 T,+ 3 T'2+ 2 T,+ 2 7^+ 2 7^+ «,+ «, 

«,: 3'-0,045" „ „ „ M',= 0,0008" jg^ j^^^^j^^ ^j^ L^^^ m dreimal u. s. w. ge- 

r,: 2' + 0,002" , , „ M',= 0,0002" ^r^^cht^„de. 

Die Basis wurde nun so gemessen, dass Setzt man die nebenstehenden Längen fßr 
zuerst alle Toiselatten aneinandergelegt wurden, T^, T, ... ein, so ergibt sich als wahr- 
und hernach wieder die erste T^ an T^ an- scheinlichster Wert der Basis 
gelegt n. s. w. Die beiläufige Länge war ^ _ ^2' 5' 1464" 

12' 5^ so dass schliesslich noch t^ und e, 

angelegt werden konnten. Welches ist die Nach Formel 21 würde sich dann der mittlere 
wahrscheinlichsteLängederBasis, und welches Fehler des Besultates ergeben: 

ist der mittlere und wahrscheinliche Fehler . . 

der Messung, wenn der durch das Anlegen V9MJ + 9M| + 4Mj + 4Mj + 4M§+M'J + M'| 
der Maasslatten begangene Fehler mit 0,01'' 

und der am Ende der Basis auftretende Fehler Hiezu kommen aber noch die 18 mal be- 
mit 0,15" geschätzt wird? gangenen Fehler von der Grösse 0,01" bei 

dem Anlegen der Latten und der Fehler 0,15" 
am Ende der Basis, so dass schliesslich 

M = V9Mj+9M|+4Mj-f4Mj+4Mj+M'j4-M'^+13(0,01)«+(0,15)« 

ist, also wenn man die Werte, wie sie neben' 
stehend angegeben sind, einsetzt: 

M = 0,1543". 

Erkl. 11. Die Toise ist ein altes französisches Der wahrscheinliche Fehler folgt dann 
Längenmaass: 1 Toise hat 12 Fuss ss 12' und 

ein Fuss hat 12 Linien = 12". P = 0,6744897 M 

also 
1 Toise = 1,949037 m. 1^^ 0^744 ^ 0,82897-1 

log M = 0,18836—1 



0,01733—1 
P = 0,1041 

Man kann also 1 gegen 1 wetten, dass die 
wahre Länge der Basis zwischen 

12' 5' 0,1464 — 0,1041 = 12* 5' 0,0423" 
und 12' 5' 0,1464 + 0,1041 = 12' 5' 0,2505" 

liegt. 



Aufgabe 13. Von einem Dreiecke wurde 
gemessen die Seite h = 106 m, wobei sich ein 
mittlerer Fehler M^ = 0,06 m ergab. Ferner 

wnrden die beiden Winkel B und C gemessen, Auflösung. Nach dem Sinnssatze ftlr die 
nnd zwar J5 = 29^39' mit dem mittleren Auflösung der Dreieck8aui5jaben(vergl.Kleyers 
Fehler M, = i' und der Winkel C = 120** V I^ehrbuch der ebenen Trigonometrie) ist, wenn 
mit dem Durchschnittsfehler M, = 2\ ^e» Ecken A, J?, C die Seiten o, 6, c gegen- 

Wie gross ist die dem Winkel C gegenüber- überliegen, die Seite 
liegende Seite e, und welches sind die daran _ a^^^ n\ 

haftenden Fehler? ^ ^ ^ sinB ^ ^ 
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woraus c berechnet wird: 

log b = 2,02531 ) . 
log sin C = 9^98702--10J "^ 

12,06233—101 
log sin J5 = 9,6943 4— 10| ~ 

log c = 2,86799 
c «= 233,34 m 

Um den Durchscbnittsfehler dieser GrGsse 
zu berechnen, differenziieren wir die Gleich- 
ung (1) und erhalten: 



sinC 



cosC 



sin />' sin B 



sin C'. cos B* 
Bi^B' 



^B'sinl' 



Hilfstabelle. 



wobei die Winkel in Minuten gegeben sind, 
ebenso die dG^ und dB' in Minuten voraus- 
gesetzt wurden, da die Fehler M, und M,, 
welche die Inkremente d Cund dB' bedeuten, in 
Minuten angegeben sind. (Vgl. Anmerkung 18.) 

Mit Rücksicht auf Formel 21 ist also 



b 
C 



106 
120* V 



B = 29« 89' 



log b = 

log sin C = 
log cos G = 

log sin B = 
log cos B = 
log sin 1' = 



2,02531 

9,93702—10 
9^,70050-10 

9,69434—10 
9,93905-10 
6,46373- 10 



^6 = M, = 0,06 
d C «= M, = 2' 
dB'=z M,= 1' 



Ci = 



sinC' 
sm^' 



iCosC . -, 
c. = 6 — r-^=5,sin 1' 
• sm B' 

. sin C'. cos-B' . ,, 

sm* B' 



und es sind c^^ c,^, c,* zu berechnen. 

Zur übersichtlichen Rechnung schreibe man 
aus den Tafeln zuerst die Logarithmen der 
vorkommenden Grössen, wie es nebenstehend 
geschehen und gehe dann an die Berechnung 
der r... 



log sin C 
log sin B 

log^i 
logc* 



c. = 



9,98702) 
9,694341 

();24268 
0,48586 

3,0574 



log*= 2,02531 
log cos C = 9„,70050 

log sin 1' = 6,46373 



8„,18954i 



logA= 2,02531 
log sin C= 9,93702 
log cos B = 9^,93905 

log sin 1'= 6,46873 



logsinJ?= 9,69434i 



8„,36511) 



log Os = 0„,49520 - 2 log sin« B = 9,38868» 



logcJ= 0,99040—4 
cj= 0,00098 



log Ca = 0,97643—2 
log 4= 0,95286—3 

r^= 0,00897 
Nach Formel 21 hat man dann: 

M'=cjMf + c^Mf + cjM« 

= 3,0574.(0,06)'+ 0,00897(1)«+0,00098(2)« 
= 3,0574 X 0,0036 -f 0,00897 + 0,00098 X 4 
= 0,01101 + 0,00897 4- 0,00392 
= 0,02390, 

also M = 0,1546 

und der wahrscheinliche Fehler ergibt sich 

P = 0,6744 . M 
= 0,6744 X 0,1546 



V 
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oder 



Nebenrechnung. 

log M = 0,18920—1* 
log V/2 = 0,15051 i "^ 



0,33971-1 
log H = .0,66029 
H = 4,574 



P = 0,1043 



Man kann daher 1 gegen 1 wetten, dass 
die wahre Länge der Seite c zwischen 288,24 m 
and 288,44 m liegt. 

Für das Präcisionsmaass der Seite c folgt: 



iy== 



also 



1 _ 

MV2' 



H = 4,674 

nach nebenstehender Rechnung. . 
Für den Winkel A folgt noch 

A = 180 — B— (7 

also durch Einsetzen der Werte ergibt sich 

A = 30<> 14' 

und fnr den Durchschnittsfehler folgt nach 
Formel 21, da c^ = c, = — 1 ist: 



M'^ = mJ + Mj 

= (1)'+ (2) 

=: 5 



oder 



M' = Vö" = 2,236' 

und der wahrscheinliche Fehler also 

P' = 2,236 X 0,6744 
= 1,508' 

Für das Präcisionsmaass folgt 

H'= :r-r-^ ,-. = r^ = 0,316 
V2.V5 VlO 

Nimmt man das Gewicht einer Beobachtung 
gleich 1, so ergibt sich das Gewicht des be- 
rechneten Winkels nach Formel: 



P' 



oder 



~ 4 "^ 1 ■" 4 



P' = 



da die Gewichte von B und C resp. 1 und 4 
sind nach Formel 18. 



Aufgabe 14. Von einem Standpunkte aus 
werden mittels eines Fernrohres zwei Signale 
beobachtet und der Winkel bestimmt, unter 

dem sie erscheinen. Wenn nun der mittlere Anflösniig. Der Fehler einer Bichtungs- 
Fehler in der Einstellung des Fernrohres auf beobachtung setzt sich zusammen aus dem 
das Signal mit 0,698'' und der mittlere Ab- Einstellungs- und Ablesungsfehler, er ist also 
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lesungsfehler am Teilkreis mit 2,5" ange- 
nommen wird, welcher mittlere Fehler haftet 
An der Bichtungs- resp. Winkelgrösse? 



M,= Vm? + m| 



= V (0,698)* + (2,5)2 

= V6,7372 
= 4-2,5956 

Der Fehler fQr einen Winkel setzt sich 
zusammen aus dem Fehler für zwei Bichtungs- 
beobachtungen, also ist derselbe 

M = Vill^Üf^ M^ V2 
= H- 3,6707" 



Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 15. Mit einer Latte, die 2,052 m Andeutung. Die Lösung geschieht nach der 
lang ist, hat man eine Strecke gemessen, in- Lösung der Aufgabe 11. 
<lem man die Latte 18 mal anlegte. Bei 
dem jedesmaligen Anlegen der Latte schätzte 
man den Fehler auf 0,5 cm, welches ist der 
Durchschnittsfehler des Besultates, und wel- 
-ches ist der wahrscheinliche Fehler? 



Aufgabe 16. Man hat eine Basis für eine 
geodätische Vermessung mittels 5 Maass- 
stäben gemessen. Davon hatten 8 die Länge 
«Ines Meters, 1 die Länge eines % Meters 
und einer war 10 cm lang. Bei genauer Yer- 
gleichung mit dem Kormalmaass ergab sich 






1,00084 m 
0,99993 m 
1,00052 m 
0,49998 m 
0,10004 m 



± 0,00021 
±0,00013 
± 0,00034 
± 0,00075 
+ 0,00035 



Andeutung. Man muss vor allem ermitteln, 
wie oft jeder der Maassstäbe verwendet wurde 
und daaurch die Länge 

ausdrücken, wobei c^c^c^ ganze Zahlen sind. Der 
wahrscheinliche Fehler wird dann mittels For- 
mel 22 berechnet, wobei die zwei letzten Fehler 
von 0,0005 m und 0,0019 m erst nach Formel 14 
zur Berechnung des wahrscheinlichen Fehlers 
verwendet werden müssen. Die Bechnung ge- 
schieht sodann wie in Aufgabe 12. 



wobei die durch + zugefügten Zahlen, die 
wahrscheinlichen Fehler der Bestimmung sind. 
Die Basis war etwa 16,51 m lang und wurde 
^0 gemessen, dass zuerst die drei Maass- 
stäbe jTi, Tj, T, angelegt wurden, sodann an T, 
wieder T^ dann T, und schliesslich T, u. s. w. 
lais zuletzt jT, und Tg noch benützt wurde. 
Welches ist der wahrscheinliche Fehler des 
Besultates der Messung, wenn bei jedem An- 
legen der Maassstäbe ein mittlerer Fehler 
von 0,0005 und am Ende der Messung ein 
solcher von 0,0019 befürchtet wurde? 



Aufgabe 17. Bei der Gradmessung in Ost- Andeutung. Die Lösung geschieht nach Auf- 
preussen wurde eine Doppeltoise im Mittel gahe 11. 
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465,5 mal angelegt. Bei genauer Yergleichung 
ergab sich, dass der bei der Doppeltoise zu- 
rückgebliebene mittlere Pehler 0,000985'' be- 
trug. Wie gross ist der mittlere Fehler der 
Messung, und wie gross ist der wahrschein- 
lidie Fehler des Besultates? 



Angabe 18. Mit einem Theodoliten 2\ Andeutung. Man muss die beiden Durch- 

liat man einen Winkel 15 mal gemessen, mit schnittsfehler berechnen und dann nach For- 

einem zweiten T, aber 10 mal und fand: mell3 und 11 die zugehörigen Präcisionsmaasse. 

li) . . 65^ 18,7' . 1) . . 65" 20,4' 

2) 15,6' 2) 22,6' 

3) 21,7' 3) 16,3' 

4) 20,6' 4) 23,8' 

5) 19,3' 5) 15,4' 

6) 22,2' 6) 17,8' 

7) 21,3' 7) .... . 19,3' 

8) 14,8' 8) 21,5' 

9) 16,7' 9) 20,9' 

10) 18,3' 10) 19,8' 

11) 17,4' 

12) 16,9' 

13) 15,1' 

14) 19,2' 

15) 19,8' 

wie verhalten sich die Präcisionszahlen, die 
man diesen Instrumenten zuschreiben kann? 



Aufgabe 19. Mit den obigen Theodoliten Andeutung. Man muss dem Mittel aus den 
hat man einen anderen Winkel gemessen, und Beobachtungen mit T^ das Gewicht zuschreiben, 
zwar fand man mit welches sich aus der vorhergehenden Aufgabe 

. berechnet nach Formol 11. Ebenso für T,. 

X i> Dann werden die Formeln 17' und 19 benutzt, 

. Q«o ejorf i\ Qoo ^oA« wobei zu beachten ist, dass der Winkel mit 

1} . . 32 D4,d 1} • • 32 49,6 iedem Instrumente mehrmals ffemessen wurde. 

2) 48,7' 2) 56,7' ^ 

3) 46,6' 3) 55,6' 

4) 56,7' 4) 47,8' 

■6) 49,8' 5) 48,9' 

6) 49,6' 

7) 50,8' 

8) 53,7'. 

Welches ist der wahrscheinlichste Wert des 
Winkels aus diesen 14 Messungen, und welches 
der wahrscheinliche Fehler dieses Mittels? 



Aufgabe 20. Die zwei Winkel A und B Andeutung. Man bestimme die wahrschein- 

«ines Dreieckes ABC wurden gemessen und liebsten Werte von ^ und B, sowie ihre Fehler, 

zwar der Winkel A mit T, fünfmal, der ^^ verfahre sodann nach Formel 20 und 22. 
Winkel B mit T, siebenmal, man fand: 



44 Ungelöste Aufgaben. 

A mit T,: 1) . . 32° 15,6' B mit T,: 1) . . 123° 46,6' 

2) 19,r 2) 49,3' 

3) 21,8' 3) 42,6' 

4) 17,3' 4) 48,9' 

5) 18,9' 5) 47,6' 

6) 44,9' 

7) 46,7' 

wie gross ist der wahrscheinlichste Wert des 
dritten Winkels C, und welches ist der wahr- 
scheinliche Fehler dieses Wertes? 



D. Über die Ansgleicliniig vermittelnder Beobachtnngeii. 

Frage 18. Was versteht man unter 
einer vermittelnden Beobachtung? Antwort. Eine vermittelnde Beobach- 

tung ist eine solche, bei der nicht die 
zu bestimmende unbekannte Grösse selbst 
beobachtet wird, sondern eine bekannte 
Funktion dieser Grösse. Weiss man z. B., 
dass y = f(x) ist, und kennt die Art der 
Funktion, und hat man y beobachtet, so 
kann man im allgemeinen Werte von x 
finden , welche der Gleichung y = f(x) 
genügen. So lange nun bloss eine Be- 
obachtung von y vorliegt, so kann von 
einer Ausgleichung nicht gesprochen wer- 
den. Hätte man aber y etwa 5-mal 
beobachtet und wüsste man, dass x den- 
selben Wert behält, erhielte aber bei den 
Beobachtungen 5 verschiedene Werte von 
//, so ist der Grund hievon in den Be- 
obachtungsfehlern gelegen, die den y an- 
haften, und es ist die Aufgabe der Aus- 
gleichsrechnung den Wert von x zu be- 
stimmen, welcher am besten den fünf 
Beobachtungswerten y entspricht. 

Analog ist die Sache, wenn man mehrere 
Funktionen y^, y» . . . y^ von mehreren 
unbekannten x^, x^ , . . x^ beobachtet 
und es sind die Funktionen: 

Vi ^^ /l (^1) ^2 • • • ^t:) 
Vi ^^ /2 ("^H ^2 • • • *^a) 

bekannt. Hiebei muss, wenn die x^ be- 
stimmt sein sollen kKn sein. Wäre 
k > /*, so würden einzelne x. unbestimmt 

bleiben müssen. 
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Frage 19. Wie werden vermittelnde 
Beobachtungen ausgeglichen ? Antwort. Vermittelnde Beobachtungen 

• werden nach demselben Grundsatze wie 
direkte Beobachtungen ausgeglichen. Näm- 
lich auf G-rund des Satzes, dass das 
arithmetische Mittel aus mehreren Be- 
obachtungen, der wahrscheinlichste Wert 
der zu suchenden Grösse ist, oder wie 
dieser Grundsatz in Anmerkung 14 ge- 
fasst wurde, und hier passender in der 
Anwendung ist : Dass die Summe der 
Fehlerquadrate ein Minimum ist. 

Anmerkung 21. Werden die Funktionen 

Vi = /i (*i> äTj . . . x j) 

.^2 = /s («^l» ^t • • • «^ j) 

Vn ^ In v^t» *t . . . JP jt) 

beobachtet, so hat die Ausgleichsrechnung die Aufgabe, solche Werte von x^, x^ , . . Xj^ 
zn bestimmen, welche allen n Gleichungen möglichst gut genügen. Wäre X(>n, so sind 
die k Grössen x^^ x^ - • * ^n ^^^ ^^^ Gleichungen nicht vollständig bestimmt. Dann kann 
es geschehen, dass zur vollständigen Bestimmung der Grössen a?^, o;, . . . o:^ noch ge- 
wisse Belationen genau erfüllt sein müssen, dass also z. 6. 

?l (^U *2 • • • ^i) = 

sein muss. Hiebei muss notwendig ft> v sein, denn wäre ^<^^ so wären im allgemeinen die 
x^^x^.^.Xj^ vollständig bestimmt, also nicht mehr aus den beobachteten Funktionen y^ty2..y„ 
zu bestimmen. Solche Bedingungsgleichungen (2) können natürlich auch im Falle 1c<in auf- 
treten. Sollen x^t x^ . . . Xj^ bestimmt sein, so muss dann Ä^n + v sein und Im Falle 
/c<n + v ist, muss die Ausgleichsrechnung die Werte x^, ^s • • • ^ji bestimmen, welche 

den n + v Gleichungen am besten genügen. Es wird selbstverständlich vorausgesesetzt, 
dass unter den (n + v) Gleichungen nicht so viele gleiche sind, dass wenn jede Gleichung, 
die mehrmals auftritt, nur einmal angeschrieben wird, dann die Anzahl der Gleichungen 
gleich oder kleiner als k wird. 

Wir werden also folgende zwei Hauptabschnitte unterscheiden: 

a) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen ohne Bedingungsgleichungen zwischen 
den zu suchenden Grössen, oder kurzweg: Ausgleichung vermittelnder Be- 
obachtungen. 

ß) Ausgleichung von Beobachtungen mit Bedingsungsgleichungen zwischen den 
beobachteten Grössen, oder: Ausgleichung der Beobachtungen bedingter Grössen. 

t) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen mit Bedingungsgleichungen zwischen 
den zu suchenden Grössen, d. h« Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen 
bedingter Grössen. 

In jedem Abschnitte werden wir die Unterscheidung machen, ob die Beobachtungen 
gleich genau sind oder nicht 
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^) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen^ 

(ohne Bedingungsgleichungen). 

1) Alle Beobachtungen sind gleich genan. 

a) Die Gauss'schen NormalgleichniigeD. 

Frage 20. Zwischen den ä; unbekannten 
Grössen x,t/, z . ..v bestehen die n Gleich- Antwort. Würde man L^, L^ L^.^.L^ 

^^g^^ genau kennen, so würden, da die n Gleich- 

«1 Ä + J^y + Cj ^ + . . . + fci t? = ii ungen als nicht wiedersprechend voraus- 

a,x + b,y + c,z + ... + k^v = L, «^^1^^ werden, sich die Werte x,^,z...v 

ItI I It. r ergeben, wenn man sie aus k irgend 

«3 ^ + ^sy + f 3 « + • • • -i- «8 «^ — -^3 _ (1) welchen der w Gleichungen berechnen 

• • : : • würde. Die (n — k) übrigen Gleichungen 

• • • • würden von selbst durch die gefundenen 

<^n^ + K!/ + ^n^ + '- + K^ = ''-n Wcrtc erfüllt sein. Würde w < fc sein, 

, TT T 1- u 1-x SO wären die k Grössen x. y, z ^ . ^ s 

man kann L,, L, . . . L^ beobachten, ^j^j^^ bestimmt (vergl. Anmerkung 21). 
«6, c ' k sind bekannte Grössen. ^^^^ ^.^ ^j^^^. ^^ g^^„^ ^^^ ^ ^ 

Wie gelangt man zu den Gleichungen, l, . . . L die durch Beobachtung gJ^ 

welche die besten Werte von x, y, z . , . v „ ^ . » ^ 717 » * 

geben, die obigen Gleichungen genügen, i^ndenen Grossen Z^, Z,, Z, . . . ?„ setzen, 

wenn in denselben an Stelle der L^, L„ dann werden die so entstehenden n Gleich- 

Lq . . . L^ die durch Beobachtung ge- ungen: 

fundenen Werte l^, Z,, Z3 . . . Z^ gesetzt aiX + bj^t/ -\-c^z + . , ,-{'kiV = li 

werden ? «a^c + ftjy 4- ^2 ^ + • • • + ^2 ^ = ^2 

«3^ + *8y + ^8^ + • • • + K^ = ^si. -(2) 

Epkl. 12. Es wird in dem System der ' i r 1 , r z. -, 7 

Gleichungen (1) Yorausgesetzt , dass nicht f&r ^n'^ ^ ^nif ^ ^a^ ^ ' • ' ^ \^ — \ 

alle i die Relation: ... . ... , . » 1. , . 

mit einander nicht mehr vertraghch sein, 

*^= ?«• d. h. es wird dann im allgemeinen keine 

hesteht, wo p eine constante Grösse ist. Denn Werte von x, y, z . . . v geben, welche 

in diesem Falle würde man an Stelle der Summe allen Gleichungen genügen , selbst dann 

^^.^ nicht notwendig, wenn i > n ist. Die 

schreiben können ' ' Ursache liegt darin, dass bei den Be- 

a(TA-ov\ obachtungen Fehler begangen wurden^ 

*^* ^^^ die sich durch 

und hätte also in den Gleichungen a und y nur j 1 /q\ 

in der Verbindung ^i— ^i~ ''i l*> 

a '\- py =z x' (f = 1, 2, 3 . . . n), 

ausdrücken. 

so dass durch Einführung von x' die Zahl der t ^ ir 11 H 11 

unbekannten Grössen um eine Einheit emie- ^^ uBTü raiie, aass alle 

drigt werden würde. 

e. = o 

wären, also alle 

L,= l, 

sich ergeben würden, wären die Gleich- 
ungen (2) wiederspruchslos, da sie mit 
den Gleichungen (1) identisch werden. 
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Erkl. 18. Soll Da aber nicht bewirkt werden kann, 

u =/(j-, y, Z...V) dass alle s,. = o sind, so trachtet man 

für ein bestimmtes Wertsystem j-, y, r . . . ü ein eine andere Bedingung zu erfüllen, näm- 

Minimum werden, so muss lieh die, dass die Summe der Fehler- 

du _ Bu __ ^jf__ du _ quadrate ein Minimum wird, dass also 

Sx " ^ Ty ~' ^ dz ~~ ^ "'Yv "^ ^ jeder der Fehler möglichst klein wird 

sein und überdies muss das totale zweite Dif- durch die zu bestimmenden Werte von x^ 
ferential y^ z . . , v. 

d«/ = -*!^dj.«+2^-^^<i«dy + ... Es sind also a?, y, 2; . , , t? so zu be- 

** *^^y stimmen, dass 

für das betrachtete Wertsystem positiv sein für ^ ^ 2_L2j_a_L _i_« 

alle unendlich kleinen dx.dy^ dz.,, dv. (Vgl. L^^J — ^1 + ^a ' ®8 ' • • • ' ^n 

Eleyers Lehrbuch der Differentialrechnung.) 

ein Minimum wird. 

Hiezu ist nach nebenstehender Erklärung 
vorerst erforderlich, dass 

5[£e] S[6s] 8[6e] 8 [es] 

ox oy oz ov 

ist. Stellen wir uns die e. als Funktionen 

der X, y^ z . . . V dar, so erhalten wir,, 
wenn wir in die Gleichung (3) für L, den 

Wert aus den Gleichungen (1) einsetzen: 

gj = UiX-^bj^y-^-CiZ-}- ...+Ä;ir— Z^ 
Sg = a^x+b^y+c^z+ . . . -f k^v^-l^ 
S3 = a^x+b^y+c^z+ . . . + Jc^v—l^ 



..(5) 



Nun ist: 



^t''J - ^(, ^'^ 4.e —' ^£ --' -^ 4-e ^'«"l 



und da 





" Sa; 


Sa; -"»••• 


3 s, 



Sx ^' Sit 

ist, so wird 

oder es ist 
2 — g" = «1 (»1^ + 6iy + Ci2^ + . . . + fcit?— ZJ 
+ «2 (ajÄJ + 62^ + <^«^ + • • • + ^2^— '2) 

+ «8 («8^ + ^sy + ^8^ + • • • + ^8«^— ^8) 

+ 

+ 



i 

J 
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[)ie Gauss'schen Normalgleichnngen. 

und wenn man die Coefficienten der Un- 
bekannten vereinigt, wobei von der Be- 
zeichnung 

[ab'] = aibi+ «jj, -[-... +«,*, * " 

etc. Gebrauch gemacht wird, so ei^bt 
sich 

1 STssJ 

2 -g^ = Ißo'l « + [ai] y + [ac] Ä + • . . + lak] v — [al] 

Durch ganz analoge Ausführung gelangt 
man zu den folgenden Resultaten: 



1 It^J 

18 [es] 
2 



= [6a]a; + [6ft]y + [bc]z+ . . . -{-[bk]v — [bl] 
f^ = [ca]a;4-[c6]y + [cc] 2: + ... + [« A-]r — [cq 



1 g[ss] 

2 Sc 



[fcq 



(7) 



= [Aa] a; f [Ä:6] ;/ + [kc]z + . . .-{- [Jk/fc] t- - 

Hiebei ist 

[aJ] = [Ja] 
[«c] = [ca] 

wie aus der Definition der eckigen Klammer 
[Gleichung (6)] ohne weiteres klar ist. 

Die Bedingsungsgleichungen (4) für das 
Minimum werden also zufolge der Gleich- 
ungen (7) übergehen in: 

[a'a]x + [a6]s' + [ac]0 + .. . -{-[ak\v = [ai] 
[ab']x + [bb']!/ + [bc]z+ ...-{.[bk]v = [bl] 
[_ac\x + [bc]i/ + [cc]z A- . . . -h[ck]v = lci]l . . . (g) 

• • • . . 

[ak] x + [bk']i/-^[ck]z + ...-^ [k'k'] v = [kl} 

welches System von k Gleichungen, wie 
wir sehen werden, zur Bestimmung der 
k Grössen x, y, z . , . v hinreicht. 

Man nennt dieses System von Gleich- 
ungen die Gauss'schen Normal- 
gleichungen. 

Dass die Werte x, y, z . . , v, welc^'^ 
dem System I genügen, thatsächlich € 
Minimum von [se] geben, ist zwar a 
der Natur der Sache klar, da ein Maximi 
von [e e] nicht existiert, wird aber spät 
noch direkt gezeigt werden (vergL d 
Anmerkung 23). 



\ 



in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ausführliche Prospekt und das ausführliche Inhalts- 
verzeichnis der „YoUständig gelösten Anfgabensanunlimg Yon 
Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Bnchliandlnng, sowie von der 
Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten and gut brochiert um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

8). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 8—4 Hefte zu dem AbonnementspreiBe von 25 Pfg. pro Heft 

6). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsyer- 
' zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersiohtlioh, ohne jede Bedeutung 
fflr die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich aberhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktiBohes Lehrbuch f&r Schüler aUer Schiüen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren,, das vorsüglichste Lehrbuch 
lum Selbststudium, das vortrefiflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchbandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

ka -ch jede Buchhandlung bezogen werden. 

hrlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte 



Druck Ton Cftrl Hammer in Stuttgart. 



isgleichsrechnung 

nach der Methode der kleinsten 
Quadrate. 

Forts. V. Heft 880. — Seite 49—64. 




7"oIlstS^3;g^gelöste 



LojlilM und 



Mgonomet 
NSerential- 
iiu allen '. 
■athemat. 
IrBeken- i 



'■■'**-'<s^e Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte Iwnn 
'dl iede Buchhandlunq bezogen werdeo. 



Preisgekrönt in Frankfart a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

7erk, «elcbem kein fthnUctiM Knr Seite steht, anchelnt noDKtllch to S — 4 
hllliircii FretHe toh 25 ^ pro Heft tmd bringt eine Sammlnog der wicbtig- 
tiBcb8t«n Anfimbeii ans dem Qesamtimblete der Math«Bfttlk, Phjglk, 
th. flMMCraphle, AHtronomle, de« Muchlneo-, Strueen-, ElBeBha)ia>, 
Hochbanes, dos kentttnikllTen Kelclmenfl etc. etc. and ivar in Tellstladtf 
I, mit tielen FlfTDreiit ErklArnnireii netist in^ab« und Entwtrkelmip der 
le, TonnelD, Regeln io Fratren mit Antwerten etc., ao iMt die LOsnng 
it&nillicb sein Vkhd, hezw. wird, wenn eine grSsHere Ansahl der Hefte er- 
la dieselbeo sich in ihrer fleftamtlielt ergftnaen und aluduin ancb alle 
ea nnd Uffewandten Mathematik — nach besonderen selbstbidigen Kapi- 
: — Torlieeen. 

em Hefte ist ein AnhanK von nnrellkteB AnftcabeD b^Kegeben. welche der 
t (In analoeer Fnrm, wie die bpeAnlicben RolAsten Aufgaben') des Stndierendoi 
\»n, und mrleinh von inn Herren Lehrern fllr den Schnlant(!rncht benntat 
— Die TJtRQnven hieran werden spAter m besonderen Heften fOr die Hand des 
inen. Am Srblnsse einet jeden Kapitel« eelansen; Titelblatt, Inhal tsrerariek- 
inireB and erlSotemde ErklBraRtren über daa betreffende Kapitel mrAasKabe. 
rh behandelt vnnftchst den Hauptbestandteil des matfaenatiscfa-natarwiueB- 
aterrichtsplanes folsendet Schalen: Realnohnlen I. und tt. Ord., gleich- 
iSheren Bnnrerachnlen, PrlTatHcfanlcn, flymnatiicB, Realgjmnaslea, Fr«- 
ichnllehrer -Seminaren , Polrtecbniken , Techniken , Bangewerksebnlei, 
in, Handel HNcbnlen, techn Torbereftnniroscbnlen aller Arten, gewerbliche 
thnlen, Akademien, UnlrersitAten , Lan^ und ForstwlgsensehattsschnleH, 
, Torbereltnntjm- Anstalten aller Arten als ■. B. für das Gl^JUirlg-Frei- 
fflilers-Examen, etc. 

nier, Htndlerenden nnd Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
tftlir.heD F&cb(>r, werden durch diese, Schritt für Sehritt gelSat«, Anfpraben- 
lerw&hrend an ihre in der Schale erworbenen oder nnr gehSrten Theorien etc 
irird ihnen hiermit der Weg znn) vnftthlbaren Anfflnden der LOsnngen der- 
F>n ureseirt, welche sie bei ihren Prliningen m lAsen haben, Eogleich aber auch 
Mfie Fmehtbarkeit der mathematischen Wissenschaften Torgefflhrt. 
hrer soll mit dieser Aufgaben sammlanft eine krlftlge Stfltae fOr den Schal- 
lten werden, indem inr Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
mm Anflltaen TOn Aafiralien — in den meisten Schalen oft keine Zeit er- 
kann, hiermit aber dem SrhDler bei »einen h&nslichen Arbeiten eine tdU- 
:nnK in die H&nde gegeben wird, entsprechende Aufgaben lu ISsen, die ge> 
. Formeln, fl&tze etc. ananwendeo und prektiach so venrerten. Last, Liebe 
liii fOr den Schul -Unterricht wird dailnrch erhalten nnd belebt werden, 
renlenren, Arehltehten, Technikern and Fachgenossen aller Art, Mllltin 
lese Sammlung tnr Anffrlschnnif der erworbenen und rielleicht *ergess 
I Kenntnisae dienen and zugleich durch ihre praktischen in allen Bei 
»mmcnden Anwendangen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen 
leb EU weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschnngen gi 
^handlangen nehmen Bestellungpo entgegea Wichtige and praktischi 
mit Dank von der Bedaklion entgegengenommen and mit Angabe der 1. 
ffOnsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Ter' 

^.. „.^j.., .raakfort a. H. Flicberfeld Strasse 16, entgegen nnd wird dere" ^-'- 

^haolichit heritcksichtlgt 

stattgart. We Verlagshi""" 
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Frage 2L Wie beweist man, dass 
das System der Normalgleichungen stets Antwort. Der Beweis dafür, dass das 
eine Auflösung für die Grössen x, /y, 2j . . . r System der Normalgleichungen I stets 
liefert? eine Auflösung nach den Grössen a?, y, 

z . . . t' zulässt, wird am einfachsten da- 
durch gefuhrt, dass man diese Gleich- 
ungen wirklich auflöst. 

Um den Gang, der bei der Auflösung 
der praktischste ist, übersichtlich zu ge- 
stalten, nehmen wir von nun ab an, dass 
bloss 4 unbekannte Grössen a?, /y, sr, i vor- 
handen sind, und dass dementsprechend 
auch nur die folgenden 4 Normalgleich- 
ungen vorhanden sind: 

[aJ]x + [Ji]y + [6c]^+[6d]f = \bX\ j 

{a c\x '\-\b c\y -^\c c\z -\- \c d'\i = [cl] 
ia(r]x + lbd]y'+-lcd]z + [dd]t = [dl\ 

Vor allem bemerken wir, dass die Coef- 
ficienten in der Diagonale, also die Grössen 
[aa], [66], [cc], [rfrf], als Summe von 
reellen Quadraten, stets positiv und von 
Null verschieden sind. 

Wir können also aus der ersten Gleich- 
ung sicherlich x durch die übrigen Grössen 
in der Form: 

~ [aaf [aaf [aaY ^^ [aa] ^"^^ 

berechnen. Ebenso könnte man y aus 
der zweiten, z aus der dritten und t aus 
der vierten der Gleichungen berechnen. 

Setzt man den in Gleichung (9) dar- 
gestellten Wert von x in die drei übrigen 
Gleichungen I ein, so erhält man das 
Gleichungssystem : 

P»l-M[.»]).+(p.]-[:|[aq).+(M-M[.»l),=([»q-Mj[,,]) 
Pcl-[:M[«]).+([«l-M[«c]).+ (M]-bf[«.l).=([cq-Mt-]) 

Führt man nun für die Coefficienten 
kürzere Bezeichnungen ein, so erhält man 
folgendes System von drei Gleichungen, 
welches, da es durch die EUimination 
von X aus dem System I entstanden 
ist, das System der ersten Ellimi- 

Bobek, Autgleichsrechnunf;» 4 
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Erkl. 14. Es ist 



nationsgleichungen heisst. Dasselbe 
wird folgendermaassen geschrieben: 

rli n - PÄii C-»^] [^^] [bbA]y+[bcA]z^[bdA]t=[blA:i] 

100. 1] ^ 100] ^-^ lbcA]y+[ccA]z+[cdA]t=[clAY II 

[6c. 1] = [6c]--&^^lt^ [bdA]y+[cdA]z+[ddA]t = [dlAl\ 

[a o] 

u. s. w. Die Ziffer 1 hinter dem Punkt deutet Dieses System II von Gleichungen hat 
an, dass die Coefficienten dem Systeme der analoge Eigenschaften, wie das System I. 
ersten Elliminationsglcichungen angehören. Aus So sind vor allem die Coefficienten der 

suÄ^ Vabe^tnVdeTÄtÄe'n Diagonalglieder. d. h. die Grössen 

Form die entwickelte sofort anschreiben nach flI 4i r 

folgender Regel: Die beiden Buchstaben der L^^ • IJ » L<^^«1J? [ddA] 

schematischen Form werden in eine eckige 

Klammer gesetzt und von dieser wird ein Bruch positiv und von Null verschieden. 

abgezogen, dessen Nenner [aa] ist Der Zähler non« oc ,-ef 

ist das Produkt zweier solcher eckigen Klam- ^^^^ es isi 

mem, in denen jeder, als ein Buchstabe a vor- tll n r^L-i [a o] [a b] 

kommt, während, der zweite Buchstabe einer von L^^ • ij — L^^J r^. 

den in der schematischen Form vorkommenden 

ist, so dass beide Faktoren beide diese Buch- [aal \bb] — \ab] \ab] 

Stäben aufnehmen. = - — — — j — ^ — — — - 

Die eckigen Klammem, welche bloss zwei LöförJ 

Buchstaben enthalten, sind Coefficienten der , , , /^, . , / v 

Gleichungen I und durch die Gleichungen (6) ^^^ ^^ nach Gleichung (6) 
definiert. 

[aa] = 2«? 









. ibb] 


1=1 

k=n 




ist, 


so 


ist 
[aa] Ibb] 


t=A k=n 


K 



»=1 *=1 
oder wenn wir die Summe trennen: 



f=n 



wobei S bedeuten soll, dass alle Kom- 

t\ k 

binationen von i und k genommen werden 
sollen, in denen i von k verschieden ist. 



Ferner folgt aus 

[ab] = 2a,i, 



i=n 






[«ij = 2«*ft* 



*=1 
i = « k=^n 



[ab][ab] = 2 ^a,a,b,b. 



» = 1 k=l 



Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. 51 

oder durch analoge Trennung wie oben: 

1 = 1 t, k 

Also ist 
[aa] [bb]-[ab] [ab] = 2 «? *! ""S «. «i -^ K 

= 2 C'^? K - '^i «* *. h) 

wobei 2' bedeuten soll, dass nunmehr 
bei der Wahl von i und k nur t < ä 
gewählt werden soll. Es ist also 

[aa] [bb] - [ab] [ab] = 2'(«, K-'^M 

und daher 

[aä\[bb]-[ab][ab] _ y.(a, b^ - a, ^<)' 

und da [öa], wie wir früher sahen, positiv 
ist, so ist \^\ad] reell, also ist: 



[bb A]=.[bb]- i^f = s'( \r -i • • 

[aa] f-\ Vlaa] ^ 



(10) 



eine Summe von lauter Quadraten, mit- 
hin positiv. Null kann [66.1] nicht sein, 
weil sonst für alle i und A: > i die Relation 



^.- ^t - ^k ^i = ^ 



oder 

b. b 



k 

d, a. 



'k 

stattfinden müsste, oder es wäre für alle i 

h.= a.p 

was nach Erklärung 12 nicht zulässig ist. 
Man kann daher aus der ersten Glei- 
chung II stets y berechnen in der Form : 

■' [bbA] " [bb.\]^^ [bbA]"'' '^^ 

und diesen Wert in die beiden anderen Glei- 
chungen einsetzen, wodurch man erhält: 
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K 



oder wenn man wieder eine schematische 
Bezeichnung der GoefiScienten einführt: 



Erkl. 15. Es ist 



m 



fcc.2] = [oc, 1] — - 



[bG.l][bc.l] 



[cd, 2] = [od.l] - 



[bh.l] 

lbdA][bc ,1] 

[bb,l] 



u. 8. w. Die Ziffer 2 hinter dem Punkt deutet 
an, dass die Grössen die Coefficienten der zwei- 
ten Elliminationsgleichungen sind. Der Aus- 
druck dieser Coefficienten durch die Coefficienten 
der ersten Elliminationsgleichungen wird in ge- 
nau derselben Weise erhalten, wie die Coeffi- 
cienten der ersten Elliminationsgleichungen aus 
den Coefficienten der Normalgleichungen. (Vgl. 
die Erklärung 14 ) 



( 



[dd.2]- 



[cc.2] z + [cd.2] t = [cl.^] \ 
[cd. 2] z + [dd.^] t= [dl.^]] " 

welches Sj^stern von Gleichungen man 
die zweiten Elliminationsgleich- 
ungen nennt. 

Da nach Gleichung (10) der Goefficienl 
[66.1] eine Summe von Quadraten ist, 
und es genau so auch für [cd] folgt, so 
ergibt sich durch dieselbe Rechnung, wie 
sie oben geführt wurde, dass [c c . 2] und 
[drf.2J auch Summen von Quadraten 
sind, also stets positiv und von Null ver- 
schieden sich ergeben. 

Man kann daher aus der ersten Gleich- 
ung des Systems III stets z berechnen in 
der Form: 

[cc.'l] ^ [cc.2] ^ ' 

und wenn man diesen Wert in die zweite 
Gleichung III einsetzt, erhält man 

|^-;|M..i)<=(t.^.i-[:;:IjM..i) 

oder schematisch 



£rkl. 16. Es ist 



IC C < a\ 

wobei wieder die Ziffer 3 darauf hindeutet, dass 
die Coefficienten den dritten Elliminationsglei- 
chungen angehören. Ihre Bildung nach dem 
Schema geschieht genau so, wie es in der Er- 
klärung 14 dargelegt wurde, wobei an Stelle 
der Normalgleichungen nur die zweiten Elli- 
minationsgleichungen treten. 



\dd.3] t = [dL3] IV 

welche Gleichung das System der dritten 
Elliminationsgleichungen vorstellt. 

Es folgt nun wieder, dass [dd .3] eine 
Summe von Quadraten, also stets positiv 
und von Null verschieden ist, daher ei^ibt 
sich aus IV der Wert 



t = 



[dl. 3] 
[dd\3] 



(9"') 



Hiemit ist die Lösung der Normal- 
gleichungen gegeben* Man hat in (9"') 
den Wert von t aus den Coefficienten 
der Normalgleichungen berechnet, setzt 
man denselben in (9") ein, so ergibt sich 
der Wert von z und setzt man diesen, 
sowie den Wert von t aus (9'") in (9') 
ein, so ergibt sich ?/, und wenn schliess- 
lich die gefundenen Werte für y, z und / 
in (9) eingesetzt werden, so erhält man 
den Wert von x. 

Man hat daher an Stelle der Normal- 
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gleichungen folgendes System von Gleich- 
ungen : '^ 






\ah\ 



■- \] 



II — 






[aa] 

\bcA\ 
\hhA\ 



\ad\ 



[ad] 



{aä\ ^ 

\bb.\]^^ [hbA] 
[C/.2] 



\al\ 
[aä\ 






[cc.S] "^ [cc.2] 

[d l . 3] 
[dT. 3] 



(A) 



das dem System der Normalgleichungen 
vollständig äquivalent ist und die Werte 
von t^ z, y^ X direkt zu berechnen er- 
laubt, sobald die Goefficienten der EUi- 
minationsgleichungen bekannt sind. Wir 
wollen diese Gleichungen das System 
der reduzierten Normalgleich- 
ungen nennen. 

AnmerkuDg 22. Man erkennt aus dem Gange der Rechnung, wie weiter fort- 
gefahren wird, wenn an Stelle der vier Unbekannten ar, y, s, t ihrer mehr sind. Der ein- 
geschlagene Weg führt immer zu einem Resultate in der Form der Gleichungen (A). 

Anmerkung 23. Es soll nun noch gezeigt werden, dass die Werte von Xy y, z, f, 
welche sich aus den Normalgleichungen oder aus dem ihnen äquivalenten System (A) er- 
geben, die Summe der Fehlerquadrate zu einem Minimum machen. 

Wir setzen för beliebige x^ ^, z, t 



[aa] X -f [al'] y + \av] z -f [arf] t — [a/] = A" 

ibh,\\ y-i-[6c.l] f 4- [bd,\] «-[6/.1] = Y, 

[cc . 2] 2 -h [cd . 2] « — [c/ . 2] = ^2 

[dd.Z] t-^[dLZ] = ^3 



(11) 



Dann werden diejenigen Werte von a:, y, 2, t, welche X=0, Y^ =0, Z, = 0, 
''^ = genügen, die Lösungen der Normaigleichungen I darstellen. 

Nun ist nach Gleichungen (5) 



s . =: o-x -{- b^y -f c, z + dit — /,. 



also 



e . e^ = a,. a^ x^ + bi b^ y^ + c,. c^ z^ + J, d^ t« — l^ /,. 

+ 2 {a^bi xy + a,. c^xz -\- a^d^xt — a^l^x H b^c^yz + b^d^yi 
— b. /,. y 4- c,. d^zt^ c^ /,. z — (f ,. /,. ^ 

und wenn man über alle i von » = 1 bis i = n summiert in geläufiger Bezeichnung 

f e e] = [a o] .r^ + [b b] y^ + [cc] 2« + [JrfJ (« - [/ /] 
+ 2{lab]y -f [ac]z-\- [ad]t — [al])x 
+ 2{[bc]z-^[bd]t'-[bl])y 
■i-2([cd]t^[cl])2 
- 2 [üf /] « 

Fasst man die Glieder mit x^ und x zusammen und ergänzt sie zu einem voll- 
ständigen Quadrat, so erhält man 



j 
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[9^]=^^^^{[aa]x + [ab]rj + [ac]z + [ad]t^[al]y-^^^ 

+ l^h] y^ + [cc] z 2+ [dd] t^ - [//] 
+ 2([5c]z + [6rf]«~[3/])y 
4-2([crf]<- [ct\)z 

oder wenn man die erste Gleichung (11) berücksichtigt: 

und daher nach Erklärung 14: 

[ee]-^y=[6/>.l]^« + 2([6e.l]z + 2[6d.l]f-[H.l])y 

+ [cc ,1] z^ -it [dd .\]t^ -{■ [LI A] 
+ 2{[cd.l\t — [cl,\])z 
— 2[c//.l]f. 

Ergänzt man wieder die erste Zeile zu einem vollständigen Quadrat, so wird: 

+ [cc.l]2«4-[rf<f.l]«' + [/M] 
■f 2([cd.l]« — [cZ.l])2 

— 2 [cf/ . 1] « 
oder nach der zweiten der Gleichungen (11) 

und in gewohnter Schema tischßr Coöfficientenbezeichnung 

+ [J6f.2]i2 + r/Z.2] — 2[tf/.2J« 

4- [<f c/ . 2] i« — 2 [rf/ . 2] t 4- [/Z.2] 
und daher nach der dritten Gleichung (11) 

= [(fcT. 3] i= — 2 [cf/ . 3] < + [// . 3] 
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und mit Bücksicht auf die letzte Gleichung (11) wird: 

r.al--^« JA ^^^--^Z, -r/z 31 [^^'^]' 

^ J [aa] [bb.l] [cc':2] [dd.S]^^ ^^ [dd.b] 

Bezeichnet man nun nach demselben Schema wie früher 



so wird: 



[ad] [bb.l] [cc.2]^[dd.B] ^ ^ ^ '' 

Die Grössen [aa], [66.1], [cc.2], [dd.S] sind alle positiv und Ton Null ver- 
schieden, wie wir sahen. Gibt man also den x, y, 2, t irgend welche Werte, so wird [es] 
stets grösser sein, als für die Werte von x, y, 2, f, die gleichzeitig 

jr = oy, = z, = ^8 = 

machen, also Lösungen der Kormalgleichungen sind. 

Setzt man in die Fehlergleichungen (5) für x^ y, z, t die Werte ein, welche aus den 
Normalgleichungen sich ergeben, so mögen die Grössen »,. übergehen in «•• Es sind 

dann s, die wirklichen Fehler, während a. die Fehler sind, welche begangen werden, wenn 

an Stelle der wahren Werte or, y, z, t eingesetzt werden die Lösungen der Normal- 
gleichungen« Aus Gleichung (12) folgt dann, dass 

[aa] = [//.4J (13) 

wird. Es ist also auch [Z Z . 4] eine Summe von Quadraten, was übrigens aus dem Aufbau 
dieser Grösse direkt folgt. 

Anmerknng 24. Man erkennt leicht aus dem Gange der Bechnung in der An- 
merkung 23, dass wenn k unbekannte Grössen x, y^ z, t.,.v vorhanden sind, dann analog 
wie in Gleichung 12 

V8 y 2 yi T 9 V? . 

[<*^] [^^.1] [cö.2] [aa.3J [kk,k—l] ^ ■* ^ -^ 

wird, und ebenso 

[aa] = [ILJr:] (13') 

sich ergibt. Die Gleichungen 

X=0 Y, = ^2 = ^3=0... Vj^_^ = 

ersetzen die Normalgleichungen und liefern die Werte x, y, z, t . . .v, für welche die 
Summe der Fehlerquadrate ein Minimum ist. 



Frage 22. Wie gelangt man zu den 
wahrscheinlichsten Werten von a;, ?/, ^ . . . t', 
wenn die beobachteten Grössen L^, Lg • • • -^„ Antwort. Es sei 

nicht lineare Funktionen der Unbekannten 
sind? 



Zg = fiix, y, z . , , v) 



.... (14) 

La = fn (X, y, Z . . . V) 

wobei fi, ft'^'fn bekannte Funktionen 
sind, und Z^, L^ , , . L^ die zu beobach- 
tenden Grössen vorstellen. Ergaben sich 
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nun durch Beobachtung die Werte Z^, 
'2 • • • 'n» so dass 

^i = A — ^ (15) 

die bei den Beobachtungen aufgetretenen 
Fehler sind, so sind dieselben der Vor- 
aussetzung nach klein. Setzen wir daher 
an Stelle von I/j, Lg . . . L„ die Werte /j, 

I2 - * ' 1^1 so wird sich auf irgend eine 

Weise ein System von Werten x^, y^^ 
2?! . . . t?i ergeben, welches entweder alle 
n Gleichungen oder wenigstens k von 
ihnen befriedigt. Die wahren Werte x^ 
y, 2' ... 1?, welche die Gleichungen (14) 
befriedigen, werden dann wenig von x^, 
:'/ii ^1 • • • ^1 verschieden sein, so dass 
man setzen kann: 

5? — ÄJi = $, y — 1/1= -q, 2:1 — 2? = C . . . t^i -- t? = ö> 

wobei 4, 7], C . . . ö> nicht sehr gross 
sind. 

Setzt man nun x^^ //i, e^ . . . v^ in die 
rechten Seiten der Gleichungen (14) ein, 
so ergeben sich die Werte 

A (^1 Vx ^1 " ' ^1) = h — K 

i i ; ..(16) 

fn (^1 Vi ^1 • • • ^'«) = l — ^. 

wobei die X. für die k zur Bestimmung 

von x^y ?/i, 2'^ . . . r^ genommenen Gleich- 
ungen verschwinden, während die übrigen 
X sehr klein sind, da x^, 2/1, ^^j ... r^ 
von den wahren Werten x, y, z . . . v 
nicht viel verschieden sind und auch Z^, 
^2 . . . i„ sich von Z^, Lg ... L^ wenig 
unterscheiden. 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (14), 
(15) und (16) wird nun 

£. = L. — l = f. (x, y, z,...v) — fi {x^, ?/i, ^1 . . . t\) — X, 

oder zufolge der Erklärung 10, wenn man 
höhere Potenzen von 

X'-x^ = i 2/ — y/i = '1 . . . 

vernachlässigt : 



s. = — X. + 



«V 



(m^+Gj)-(a- --(a 



€0 
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wobei 






bedeutet, dass in den partiellen Differen- 
tialquotienten von /"nach xfürx,y^z.,.v 
gesetzt wurde x^, y^, ^^ . . . v^^. Es sind 
mithin die Werte 

bekannt und wir erhallen folgende Gleich- 
ungen : 

^1 + ^1 = ^1 S + ii 7] + ri C + • • . + *i ö> 

Ss + ^2 = ^2 £ + ^2''] + ^2 C + . • . + *2 W 

: ... (17) 

Dieses System von Gleichungen, welches 
dem System der Fehlergleichungen ganz 
analog ist, wird nun so wie das letztere 
behandelt, um Werte von £,7], C ... w 
zu erhalten, die die 

zu einem Minimum machen. 

Hat man solche Werte gefunden, so 
sind 

x- = a^i + s y = Vi+'n ^1 = ^1 + c . . . V = Vi -f (0 

Werte der Unbekannten, die zwar streng 
den Gleichungen (14) nicht genügen, wenn 
an Stelle von Li, L^ , . . L^ gesetzt 

wird /i, Zg • • • '«1 aber besser genügen 

äJS X*^ //l9 '^1 * • • ^1* 

Sollte man für diese Werte von x, y, 
z.. ,v noch die Summe der Fehlerquadrate 
erheblich gross finden, so müsste man 
diese Werte a?, //, 2? . . . v an Stelle der 
Werte a?i, y^, ^ii . . . i^i in die partiellen 
Differentialquotienten 





s/;- 


sfi 


K 


• * 9 


s/; 




Sx 


«2/ 


Bz 




8» 


setzen , 


wodurch man 


neue 


Goefficienten 






a',, b' 




, . » fC 


1 



erhielte, und mit dem so erhaltenen 
System von Fehlergleichung würde man 
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neue Verbesserungen an die Werte x, .v, 
z . . . V, die jetzt der Rechnung zu Grunde 
liegen, finden. 

Wie man sieht, ist es von besonderer 
Wichtigkeit, die Werte ccj, y^, z^ . . . c^ 
so zu wählen , dass die Verbesse- 
rungen S , 7] , C . . . ««> sehr klein aus- 
fallen. 



Gelöste Aufgaben. 

(Aufstellung und Lösung der Gauss'schen Normalgleichungen.) 



Aufgabe 21. Bei dem Horizontabschluss 
eines Punktes O wurden die vier Punkte A, 
B, Cj D (Figur 5) anvisiert und folgende 
Winkelwerte gefunden: 

^AOB ^ 48« 17' 1,4" 
^AOC ==: 96« 52' 16,8" 
^AOD = 152« 54' 6,8" 
^X^OC =r-. 48« 35' 14,3" 
^5 0i) = 104« 37' 7,8" 
^COD=: 56« r 48,9" 

welches sind die wahrscheinlichsten Werte 
dieser Winkelgrössen? 



Figur 5. 



^ 



.A 



/ 



X 







K 



>B 




Erkl. 17. Was in der Geodäsie unter Hori- 
zontabschluss verstanden wird, findet man in 
Läska's Lehrbuch der Geodäsie iu der Kleyer- 
schen Encyklopädie. 



Auflösung. Da die vier Bichtungen sechs 
Winkel mit einander bilden, die alle gemessen 
wurden, durch drei der Winkel etwa AOB, 
AOC, AOD aber die Bichtungeu schon 
festgelegt sind, so sind drei überschüssige 
Messungen vorhanden und die Aufgabe ist, 
solche Werte der sechs Winkel zu bestimmen, 
für welche die Summe der Fehlerquadrate ein 
Minimum ist, oder welche die wahrschein- 
lichsten Werte der Winkelgrössen sind (vergi 
die Anmerkung 14 und 23). 

Um nicht mit den ganzen Winkelgrössen 
zu rechnen, setzen wir: 

^AOB = 48« 17' l"+x 
^AOC = 96« 52' 16"+ y ... (1) 
^AOD = 152« 54' 6"+z 

wobei X, y, z die Verbesserungen sein sollen, 
die an die Werte der Winkelgrössen anzu- 
bringen sind, damit diese die wahrscheinlichsten 
Werte sind. 

Da nun nach der Beobachtung 





^AOB 

^AOC 
^AOD 


= 48« 
= 96« 
= 152« 


17' 1,4" 

52' 16,8" 
54' 6,8" 


funden 


wurde, so 


folgt 






X = 

y = 

z — 
ist 


0,4" 
0,8" . 
0,8" 




Ferner 




$rBOC =:^AOC 


-^AOB 
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also nach Gleichungen (1) 

' ^AOB = 48<> IT V'-h x] — 

mithin ^BOC = ^^ 35' 15" +y — x\ (3) 

und durch Beobachtung ^BOC =z 4kS^ 35' 14,3" ( "" 

also ist = 0,7" 4- ;y — .r (2') 

die von y und x zu erfüllende Belation. 
Ebenso ist: 

^BOn = ^AOD - ^AOB 

und da 

^AOD z=: 152» 54' 6" +« 
^AOB = 48« 17' 1" + a: "" 

so folgt ^BODz=z 104*' 37' 5" + -K — o: I (4) 

und durch Beobachtung ^^BOD = 104» 37' 7,8" f " 

daher ist = — 2,8"+ r — a: (2") 

ebenfalls eine zwischen x und z zu erfüllende 
Bedingungsgleichung. Schliesslich ergibt aus 
der Gleichung 

^COD =^^AOD — ^AOC 

da nach Gleichungen (1) 

^AOD =^ 152» 54' 6" + z 
^AOG z= 96* 52' 16" + y 

also <^^COD =z 56« 1' 50" + « — ?/) (5) 

und durch Beobachtung <5j;^C0i> = 56« 1' 48,9" ~ 

mithin ist = 1,1" + 2 — y (2'") 

die dritte der Bedingungsgleichungen, die aus 
den überschüssigen Messungen folgt. 

Wir haben also folgende Fehlergleichungen: 

^• + 0^ + 0-2 = 0,4 
A« + y + -f = 0,8 
.7? + y + z = 0,8 

^— y + 02 = 0,7 

— j?+0y+ z=z2fi 

0.r+ y— 2 = 1,1 

Schreibt man sich nun die CoSfficienten in 
eine Tabelle, um nach dem Vorgänge der 
Theorie die Coefficienten der Normalgleich- 
ungen zu bestimmen, so hat diese die folgende 
Gestalt: 



(6) 
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Tabelle I. 






m 


n 


b 


c 


l 




1 


1 


' 





0,4 




2 

1 





1 





0,8 




1 

3 





, 


1 


.0,8 ; 




4 . •' 


1 


1 





0,7 . 




5 1 


-1 





1 


2,8 




6 





1 


—1 


1,1 



wobei sich die Ziffer in der Spalte Kro. 
auf die Fehlergleich ungen (6) bezieht and 
unter a, 6, c, l die Coßfficienten dieser Gleich- 
ungen angeschrieben sind. 

Nun entwirft man sich eine zweite Tabelle 
in folgender Art: Man gibt derselben zehn 
Spalten, wovon die erste wieder die Nummer 
der Feblergleichungen trägt und die 9 übrigen 
die Produkte aa^ ab, acy al, hb, &c, 6Z, 
cc, cl aufnehmen, die aus der Tabelle I durch 
Multiplikation, der in derselben Zeile stehen- 
den Zahlen, erhalten werden. 











TabeUe II. 
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ab 


i ac 
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i eil \ 


bb 


bc 


bl 


cc 


cl ' 
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1 








: 0,4 


i 
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' 
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0,8 ! 
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-1 





0,7 


1 , 





-0,7 
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1 5 


1 





-1 


'-2,8 , 


, 
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2,8 ; 


, 6 


_ 








: ; 


1 


— 1 


1,1 


1 


-1,1 


1 
1 


3 


—1 


-1 


,-1,7 , 


3 


-1 


; 1,2 


3 


! 2,5 ' 



Die letzte Zeile enthält die Summe aus der 
darüberstehenden Spalte, also sind die Co6f- 
ficieuten der Normalgleichungen: 

[m/] = 3, [ah] = --l [ac] = -l [a/] = -l,7 

[bh] = 3 [bc] = '^l [bl] = 1,2 (7) 

[cc] = 3 [c/] = 2,5 

und die Normalgleichungen selbst sind: 

3.r— y— z = — 1,7 

— j: + 3^— z= 1,2 .... (8) 

— a?— 7/ + 3r= 2,5 

Aus diesen bilden wir nach der Theorie 
das System der ersten EUiminationsgleieh- 
ungen, deren Coäfficienten wir aus den Coef- 
ficienten der Normalgleichungen berechnen. 
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Es ist: 

[./.l, = [Hl-i^ü^= 1,2-=^^^= f (9). 

Also ist das System der ersten EUiminations- 
gleichungen 

8 4 1,9 

1 ^8 5,8 •••••(^'^ 

-3^+3'= 3- 

t 

Aus (9) ergeben sich sogleich die Coefficienten 
der zweiten EUiminationsgleichungen : 

^ (11) 

19 4 

3 
so dass die zweite EUiminationsgleichung 

2z = ^ß (12) 

wird. 

Man erhält so das System (A) der zum 
Auflösen dienenden Gleichungen 

13,5 
'= 12 

SO dass man der Reihe nach hat: 
t = 1,125 
,/ = + 2 • 1,125 + i . 1,9 = 0,800 (14) 

« = + g-. 0,800 + 3 • 1,125 -| 1,7 = 0,075 
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Die wahrscheinlichsten Werte der Winkel 
sind also nach den Gleichungen (1), (3), (4), (5): 



^äOB = 48'* 17' 1,07" 
^ ^ C = 96^ 52' 16,80" 
^Ä0D=zlh2^ 54' 7,12" 
^ B C = 48*^ 35' 15,72' 
^B OD = 104:'' 37' 6,05" 
^C(9Z> = 56° 1' 50,32" 



(15) 



Anmerknug 25. Man ersieht, dass, wenn man die in allgemeinen Coefficenten in 
dem vorangehenden Abschnitte gegebene Lösung der Normalgleichungen vor Augen hält, 
man nicht erst nötig hat, die einzelnen Systeme Ton EUiminationsgleichungen anzuschreiben, 
sondern dass man alle Ooefficienten direkt berechnen kann und erst das letzte System (A) 
der reduzierten Gleichungen anzuschreiben braucht. In dieser Art soll bei den folgenden 
Lösungen verfahren werden. 



Ut 



Ul 



m 



m 



(1) 



Aufgabe 22. Bei einem Horizontabschluss 
werden 5 Punkte BCDE vom Standpunkte O 
aus (Figur 6) anvisiert und dabei die Winkel : 

^AOB=: 15^ 7' 16,4" 
^äOC= 56« 18' 15,3" 
^AOD = 105« 32' 7,8 
«^^OjE:=208* 48' 16,7 
^BOC= 41« 11' 0,6 
^BOD^ 90» 24' 50,8 
^J5(?£=193'> 41' 1,2" 
^COD= 49« 13' 53,4" 
^CO^ = 152»30' 2,3" 
^DOE = 10S* 16' 10,1" 

gefunden. Welches sind die wahrscheinlichsten 
Werte dieser Winkelgrössen ? 



Figur 6. 




Auflösung. Da durch die vier Winkel 
ÄOB, AOC, AOD, AOE die fünf Rich- 
tungen gegeneinander festgelegt sind, so sind 
sechs überschüssige Messungen gegeben und 
es ist also Aufgabe der Ausgleichung, die 
wahrscheinlichsten Werte der Winkel zu be- 
stimmen. 

Hiezu nehmen wir wieder an den obigen 
vier Winkeln Verbesserungen x, y, ä, t an, 
80 zwar, dass wir setzen: 



(2) 



^AOB= 15° 7' 16" +j: 
^AOG =z 56« 18' 15" + y 
^X OD = 105« 32' 7" -Hz 
^AOE = 20S* 4& 16" -{-t 

wobei im Vergleich mit (1) 

X = 0,4, y = 0,3, z = 0,8, t = 0,7 

sich ergibt. 

Nun berechnen wir uns die übrigen Winkel 
aus den Beziehungen, die aus der Figur 
ohne weiteres klar sind. 



Gelöste Aufgaben. 63 

^AOC=b%^ 18' 15" + y 



^ JB OC = 41» 10' 69" + y — j? j (3) 

Nach (1) ...^B0C = 4V IV 0,6" j 

0= —1,6 +y—~x 

l$i;-AO/> = 105» 32' 7" + 2 j __ 
Nach ^2) j ^ ^ ^ jg ^ jgo 7. 16 ^^ + X j 

^BOD=: 90ö'~24'"5r' 4- z — a; j (3) 

Nach (1) . . . <^ 5 C>i> = 90° 24' 50,8" 

O = 0,2 + z — a; 

XT . ,^x l ^ ^ <^-^ = 208° 48' 16" 4- 1 \ 
Nach (2) { C ^ ^ « } - 

^ ^ (^JL0B = 15° 7' 16" + a; j 

<!^BOE=m^'il' T-x) (3) 

Nach (1) . . . ^ BOE^ 193» 4 1' 1,2" 

= — 1,2 + « — a; 



1 ^ il 02) = 105° 32' T' + z\ 
Nach (2) j ^ ^ ^c _ ggo 18^ 15.. + y j "" 

^C(9Z> = 49°~13' 52" + « — y }./... (3) 
Nach (1) . . . ^ COZ> = 49° 13' 53,4" 

= — 1,4 4-^— y 

XT ^ rr.s \^^0E== 208« 48' 16" + t ) 
Nach (2) . O , ^ ^ } — 

^ ^ \^A0C=:6e^ 18'15" + yj 

^OOE=152° 30' 1" -ht — y j (3) 

Nach (1) . . . <^ C jE; = 152° 30' 2,3" ( "" 

= ^T,3" + ^— y 

XT t. /ox i ^ ^ ^^ = 208° 48' 16" + t ) 
Nach (2) { O . ^ X. / — 

\^äOD== 105° 32' 7" + z \ 

^Z)0£:= 103° 16' 9" 4-^ — 2 ) (3) 

Nach (1) .,.^DOE= 103* 16' 10,1" 

= -l,i+<-z 



Die mit (3) bezeichneten Gleichungen liefern 
die Werte der Winkel, sobald x, y, «, t be- 
kannt sind, und zwar ist: 

^^0C=41° 10' 59" + y — a; 
^J?6)i)=90° 24'51" + r — x 
^5(9jE=193° 41' 0" + < — a; ...(3) 
<5j;;COi> = 49° 13'52" + z-y 
^C 02?:= 152° 30' r + t — y 
<X^OE=zlQS^ Iß' 9'' 4.^ — 0? 



Die Fehlergleichungen werden 
obigem sich ergeben: 



. = 0, 
, == 0, 



1, 



Brbl. 18. Sind allgameiD k Dabekannte in 
den Fehlergleichungen vorhanden, so haben wir 
mit der rechten Seite der Gleichongen k + 1 
Coefficienten, also musa die Tabelle I dann k + l 
Spalten haben. In der Tabelle II stehen in 
jeder Spalte die Produkte wie aa, ab,...al, 
ohj bc...bl, d. h. es sind die Kombinationen 
zur 2"" Klaaee von A + 1 Elementen mit Wie- 
derholung, deren 



chen, 80 haben wir der Tabelle II bloss - (& + 3] 
Spalten nötig. 



Wir bilden uns wieder unsere z^ 
wie in Aufgabe 21, wobei wii 
5 Spalten, der zweiten 14 Spalte 
welche wir die CogfScieuteu eintrag 
lassen wir jeder Tabelle noch eine I 
gehen, die die Nummer der Fei 
tragt, BUS der die CoSfßcienten gei 

Es wird nun 

TabeUe I. 



M. 



±iJ^lX 



nnd au8 derselben berechnet sict 
TabeUe n. 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähullches zur Seite steht, erscheint monatlich in &— 4 
Heften sn dem billigten Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brtteken- nnd Hoehbaues, des konstruktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in ToHstftndig 
gelöster Form, mit rielen Flgnren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelang der 
benutiten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die LOsang 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften fOr die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Lihaltsverzeich- 
uis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-natnrwiBsen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und II. Ordn., gleieii» 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatscbulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bange wer kschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen, Akademien, Universitftt'en, Land- nnd ForstwissenschaftsschuleB, 
MUitärschnlen, Yorbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii\)ährigr- Frei- 
willige- und Offiziers-Examen etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer worden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt. 

Dem Lehrer soU mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schal- 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine toII- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
and Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Mil«^«*«, 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Anffrischnng der erworbenen und vielleicht vergesse 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Ber 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft Verleiher 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen g 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische / 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Na 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerf'^' 
Dr. Kl eye r, Frankfurt a.M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird derer ^-''^'' 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshan. 
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Die unter dem letzten Strich stehenden 
Zahlen sind die Summen aus den Zahlen der 
Spalte, also Co@fficienten der Kurmalgleich- 
ungen, die mithin folgende sind: 

4x— y— t:— t = —2,2 

— ir + 4i/— «— « = —0,8 

— x— t/A-^z-^ «= 0,9* 

— X — y — .« + 4is= 4,3, 

und welche nun aufzulösen sind. Wir sehen, 
dass wir die Auflösung auf das reduzierte 
System (A) zuröckführen können, wenn wir 
nur die Coöfficienten der Elliminationsgleich- 
ungen berechnen. Um dies in übersichtlicher 
Weise zu thun, schreiben wir die l^ormal- 
gleichungen schematisch in der Art, dass wir 
nur die Coöfficienten in das Schema eintragen, 
wie es Schema I zeigt, wobei im links stehenden 
die allgemeinen Coefficienten eingetragen sind, 
damit aus dem Vergleiche ersichtlich ist, wie 
die speziellen Zahlen rechts zu deuten sind. 



Schema I. 



Schema I. 



X 



y 



t 



[aa] 
1 



[ab] 



_[aa] 
[bh] 

i [ab] X f^^l 



[aj] 



[ad] 



[ad] 

■[aa] 
[bd] 



r I 



[al] 
[al] 
[aa] 



[aa] 






[«f] X 



Ifaa]' 

Hm 



'{aa\ 



[««] 



[oc] 



[ad] 



[ad] 

[ad] 



icl\ 



[ad\ [aa\ 






[ad]X 









\[aa] 



[aa]' 



X 

4 


y 
-i 


1 

i Z 


t 




— 1 


1 


^2.2 


1 


-0,26 


-0,t5 


' -0,«5 

1 
1 


—0,65 


! 


4 


— 1 


-1 


! —0,8 


-1 y 


0,25 


0,25 


0,25 


0,56 






4 


-1 


0,9 


-IX 


1 


0,25 


0,26 


0,56 








4 


4,3 


-IX 


' 




0,26 

1 


0,55 

1 
1 



Erkl. 19. Die kleinen fettgedruckten Ziffern 
der ersten Zeile werden erhalten, indem man 
die grossgedruckten Zahlen durch die Zahl divi- 
diert, die unter x in der ersten Zeile steht. Die 
kleinen Zahlen der übrigen Zeilen sind die 
Produkte aus der in der ersten Spalte stehenden 
klein gedruckten Zahl (mit einem X dahinter) 
in die fettgedruckten Wahlen der ersten Zeile, 
die in derselben Spalte stehen. 



B o b e k , Ansglelchsrechnung. 



Wie man die klein gedruckten Ziffern er- 
hält, ist aus der nebenstehenden Erklärung 
ersichtlich. Subtrahiert man diese von den 
darüberstehenden Ziffern in der 2*®*», 8**" und 
4ten Zeile, so erhält man offenbar die Co§f- 
ficienten der ersten EUiminationsgleichungen, 
während die erste Zeile die Coefffcienten der 
ersten Gleichung des reduzierten Normal- 
systems (A) liefert 

Wir tragen die CoSfficienten der ersten 
EUiminationsgleichungen wieder in leicht ver- 
ständlicher Weise in ein Schema ein. 

5 
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>J \ z \ t 

[bb.l] ' [bei] 1 [bd.i] ■ [blA] 
' Ibk.l) Ibb.lJ i [bb.l] 


[«.1] [cdA] [clA] 


[»J.ljx 


\ddA] \ [dlA] 



8,75 


~-l,25~ 


-1,25 




1 


-.,». 


-0.W. 


-^ 1 




3,75 


-1,25 


0,75 


-1.16 X 


0,117 


0,117 


0,46 






3,75 


3,75 


-1,1!6 X 




0,tlJ 


.,.. 



Subtrahiert man nieder die klein gedrnckl 
Zahlen der 2. und 3. Zeile von den darübi 
Etehenden grossen, so erhält man offenl 
die CoSfScienten der zweiten Elliminatioi 
gleichuugen, während die erste Zeile i 
CoSfGcienten der zweiten Gleichung des red 
eierten Systems (Ä) gibt. 

Trägt man die CoSfficienten der zweil 
Elliminationsgleichnngen wieder in ein Scbei 
ein, so erhalt man 





Schema III. 




z 

[«•2] 

1 


( 1' 

[cd.2] 1 
[CC.2J 


[tl.2] 
["■21 


(tJ.2] X 


{dd.f\ 


\H.«] 



Schema ID 




z ■ t 

3,S33" -1^667" ' 




-0,1 


1 ,-">.& 


.,.. 




8,8 


-i.a«7 X j 0.S5S 


... 



Subtrahiert man wieder die klein gedruckt 
Zahlen der zweiten Zeile von den darob« 

stehenden grossen, so erhält man die drii 
und letzte Klliminationsgleichnng, währe 
die erste Zeile die CogfScienten der S. Gleichn 
des reducierten Systems (A) gibt. 
Man hat dalier: 

2,5 t = 2,8 
woraus folgt: 



so dass das System der reducierten Gleic 
ungen, das sich aus den klein und f< 
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Idl . 3] 






[ab] , [ac] 



[aa\ 



z+m-i 



[a ä] [a a] 



[C/.2 ] 
[cc.2] 

[hh.l] 

[Ol] 

[aa] 



gedruckten Zahlen der ersten Zeilen der 
Schemata ergibt, lautet: 

t = 1,12 

^ — 0,5 « = — 0,03 

// — 0,333 z — 0,333 t = — 0,36 

X — 0,25 tj — 0,25 z — 0,25 1 = — 0,55 

Es ist also 

z = —0,03 + 0,5 . 1,12 = 0,53 
y = — 0,36 + 0,333.0,53 + 0,333.1,12 = 0,19 
;r = — 0,55 + 0,25 . 0,19 + 0,25 . 0,53 + 0,25 . 1,12 
= — 0,09 

Nach den Gleichungen (2) und (3) sind 
mithin die wahrscheinlichsten Werte der zehn 
Winkel die folgenden: 

^äOB= 15* 7' 15,91" 
^^äOC= 56» 18' 15,19" 
<^\4OD = 105* 32' 7,53" 
$;^OjB=:208» 48' 17,12" 
^BOC= 41« 10' 59,28" 
^BOn= 90« 24' 51,62" 
^BOE= 193» 41' 1,21" 
<CGOD=z 49» 13' 52,34" 
IC OE = 152» 30' 1,93" ' 
<f DOE= 103» 16' 9,59" 



Aufgabe 23. Die Länge L eines Sekunden- 
pendels drückt sich durch die geographische 
Breite ? eines Ortes durch die Formel 

L = Ä + B sin '9 

aus (vergl. Klimpert, Lehrbuch der allgemeinen 
Physik der Kleyerschen Encyklopädie). Die 
Constanten A und B werden dadurch bestimmt, 
dass man unter Terschiedenen geographischen 
Breiten die Länge des Sekundenpendels misst. 
Es liegen nun folgende Beobachtungen vor: 

Beobachtete 

Länge des 

Sekmidenpendels 

in engl. ZoU: 

L 

39,02074 
01214 
02410 
01997 
01884 
02425 
03510 
10168 
13929 
17456 
19519 
20335 
21469 



Ort der 
IBeobachtong : 



Nördliche 

geographische 

Breite : 



l)St. Thomas 

2) Marauhan . 

3) Ascension . 

4) Sierra Leoni 

5) Trinidad . . 

6) Bahia .... 
7)Jamaica . . 
8)New-York . 
9) London . . 

10)Drontheim . 
11) Hammerfest 
12) Grönland. . 
13) Spitzbergen 



— 0» 

— 2» 
_ 70 

+ 8» 
+ 10" 

— 12» 
4- 17» 
+ 40«» 
-i-51» 
+ 63» 
+ 70» 
+ 74» 
+ 79« 



24' 41" 
31' 43" 
55' 48" 
29' 28" 
38' 56" 
59' 21" 
56' 7" 
42' 43" 
31' 8" 
25' 54" 
40' 5" 
32' 19" 
49' 58" 



Aus diesen Beobachtungen soll der wahr- 
scheinlichste Wert der Constanten A und B 
bestimmt werden. 



AuflösuBg. um nicht mit grossen Zahlen 
rechnen zu müssen, setzen wir 

J. =: 39 + Ä 
B = 0,2 + y 

so dass die Länge des Sekundenpendels sich 
ausdrückt 

Z. =^ 39 + .1? + (0,2 + y) sin «9 

oder es ist 

L — 39 — 0,2 sin *9 = ar + y sin '9 

Die linke Seite ist bekannt, indem L die 
beobachtete Länge und 9 die geographische 
Breite ist. Es stellt 

L -. 39 _ 0,2 sin «9 = / 

den Fehler dar, der noch zu verbessern ist. 

Entnimmt man nun die Werte für sin '^ 
einer Tafel und berechnet l, was ja ohne 
Schwierigkeit vor sich geht, so erhält man 
für X und y folgende Fehlergleichungen: 
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L) Ä + 0,00005 y = 0,02073 
a? + 0,00195 y = 0,01175 
d? + 0,01903 y = 0,02029 
t) j? + 0,02180 ?/ = 0,01561 
)) a? + 0,03415 y =^ 0,01201 
)) a? + 0,05052 y = 0,01415 
.r + 0,09483 y = 0,01613 
a? + 0,42544 y = 0,01659 
)) 0! + 0,61280 y = 0,01673 
)) X -f 0,79995 y = 0,01457 
[) jr -f 0,89041 y = 0,01711 
l) a: + 0,92893 y = 0,01756 
X -f 0,96884 ^ = 0,02092 

Aus diesen folgt also die 

Tabelle I. 



i; 

2] 

3) 

4) 

5] 

6) 

7) 

8] 

9) 
10) 

12] 
131 



M 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 
11 
12 
13 

aus welche 



a 



l 



0,00005 
0,00195 
0,01903 
0,02180 
0,03415 
0,05052 
0,09483 
0,42544 
0.61280 
0,79995 
0,89041 
0,92892 
; 0,96884 

sich berechnet die 



0,02073 
01175 
02029 
01561 
01201 
01415 
01613 
01659 
01673 
01457 
01711 
01756 
02092 



Tabelle II. 



JVi 



aa 



ah 



al 



bb 



1 
2 

3 
4 



5 



6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 



0,00005 


0,02073 


00195 


01175 


01903 


02029 


02180 


01561 


03414 


01201 


05052 


01415 


09483 


01613 


42544 


01659 


61280 


01673 


79995 


01457 


89041 


01711 


92893 


01756 


96844 


02092 



13 



4,84870 



0,21415 



0,00000 
00000 
00036 
00046 
00116 
00225 
00899 
18062 
37577 
81000 
79210 
86304 
93896 

3,97371 



0,00000 
00002 
00039 
00034 
00041 
00071 
00153 
00706 
01025 
01166 
01523 
01630 
02027 

0,08417 



Gelöste Aufgaben; 



69 



Die Normalgleichuugen haben also die 
Form: 

13 Ä + 4,84870^ = 0,21415 
4,84870 X + 3,97371 y = 0,08417 

oder wenn wir wieder dieselben schematisch 
schreiben, ergibt sich 



log 4,84870 
log 13 



Hilfsrechnuüg. 

log 0,21415 
log 13 



0,68562 ) _ 
1,11394 ♦ 



0,57168 — 1 
0,37297 



2 log 0,37297 = 0,14336 — 1 

0,13911 

0,21678 — 2 
0,57168 



log 0,01647 
log 0,37297 



-\\ 



4- 



log 0,07803 
log 3,8346 



0,78846 — 3 
0,00614 

0,89226 — 2 
0,58372 



0,30854 — 2 



0,33072 — 1 
1,11394 

0,21678 - 2 
0,01647 



X y 


1 
1 


13 

1 


4,84870 

0^7297 


0,21415 

0,01647 


0,37297 X 


3,97371 

0,13911 


0,08417 

0,00614 



oder 



Aus dem Schema ergeben sich sodann die 
beiden reduzierten Gleichungen: 

3,83460 y = 0,07803 
ar + 0,37297 ir = 0,01647 

.r = 0,01647 - 0,37297 . 002035 
= 0,00888 

und daher sind 

^ = 39 + a? = 39,00888 
5 = 0,2 + y = 0,22035 

die wahrscheinlichsten Werte für die gesuchten 
Constanten und es ist 

L = 39,00888 + 0,22035 sin «9 

die Formel für die Länge des Sekundenpendels 
in englischen Zoll. 



b) Die Fehler der Unbekannten bei vermittelnden Beobacbtnngen. 

(Vergl. den Abschnitt B über die Fehler einer Grösse.) 



Frage 23. Wie berechnet man den 
Durchschnittsfehler der vermittelnden Be- 



obachtungen ? 



Antwort. Nach Formel 6 ist der Durch- 
schnittsfehler definiert durch 



n 



wenn bei n Beobachtungen die Fehler s^, 
£2 • • • ^,x gemacht wurden. 

Da diese Fehler s. unbekannt bleiben, 
da wir die wahren Werte der unbekanntej>- 
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Grössen x, y^ z, t . . . v niemals kennen, 
also auch Z^, L^ . . . L^ nicht zu be- 
rechnen im Stande sind, so wird es sich 
darum handeln an Stelle der e, die Feh- 
ler a. zu substituieren, die sich ergeben, 

wenn wir in die Fehlergleichungen (5) 
an Stelle der wahren Werte, die mit Xq. 

?/o» ^01 ^0 • • • ^0 bezeichnet seien, die 
Lösungen x, y^ z, t . . . v der Normal- 
gleichungen setzen. 

Es wird also: 



(18) 



e z= a.x + b. y^ -{- c.z^-^- , . . -\- h, %\ — l. 
a . = a^x + b.y-^- c.z -f . . . + k. v — l. 

also 
^.— a.z=a.{x^—x) + b,(y^'-y) + c,(z^ — z) + , . • + i, (f , — r) . . . . (19) 

Setzt man 



X — ,x = M 



.r 



V 



z^ — z = M, 

v^ — ?; = M . 

so dass M . M,. M . . . M^ die Fehler 

sind, die wir begehen, wenn wir an 
Stelle der wahren Werte Xq, y^, Zq , ,. r^ 
die Lösungen x, y, z . . . v der Normal- 
gleichungen nehmen, so wird (19) über- 
gehen in. 

£,= a.4.rt.M^ + /^M^-t-^,•M^ + ...+A:,M^ . . . (20) 

Quadriert man diese Gleichung und 
summiert alle analogen Gleichungen für 
1 = 1 bis i = n, so erhält man in ge- 
wohnter Bezeichnung 

[es] = [aa] -f 2 [fla] M^ + i2 [Z^a] M^ + 2 [^a] M^ + . . . 

. . . + 2 [fca] .X + [(^M, + /,M^ + rM, + . . . + A:MJ] . . . (21) 

Da wir nun wissen, dass 

[a a] = Minimum 
ist, so ist 

[a-J^I = [a^?-1 = [■«!-"-] = 0. . . [«!"-" 
L oxJ L Ö//J L czJ L SrJ 

und da 

5a. Sa. Sa Sa. 

5.f ~ ' S// ~ ^' S^ ~ ^' • • • Sr" ~ ' 



= 
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ist, so wird 

[OLO] = [ab] = \ac] = . . , [ak] = 0. 

Nimmt man noch an, dass bloss vier 
Unbekannte x, y, 0, t vorhanden sind, so 
nimmt die Gleichung (21) die Form an: 

[e8]~[aa] = [{aU^+ bM^ + cK^ + dKf\ 

= [aa] M/ + [bb] M/ + [cc] M/ + [dd] M,« 

+ 2i[ab]M^+[ac]K^ + [ad]M)M^ (22) 

+ 2[i.]M, + [^d]M,)M^ 

Die rechte Seite hat genau dieselbe Form, 
wie die rechte Seite der letzten Gleich- 
ung auf Seite 53. Wenn man dort l = 

und an Stelle von a?, j/, z, t setzt M^, 
M , M^, M^, so erhält man diese Gleich- 
ung (22). Die dort bewirkte Umformung 
überträgt sich also in derselben Weise 
auf diese Gleichung, und wir erhalten 
daher aus der dortigen Gleichung (12) 
sogleich : 

M^ M? Ml Ml 

[aa]^ [bbA]^ [cc.^] ' [dd.3] ^ ^ 

wobei nach Gleichungen (11) Seite 105 

M=[aa]M^ + [ab] M^ + [ac] M, + [ad] M, 

M^= [bb.]]M^ + [bcA]M^ + [bd.]]^i, • • • • ^- ^ 

M^= [^^.2]M^ + [r(f.2]M, 

Mg = [dd . 3] >r^ 

sich ergibt, indem nämlich alle l. = 
angenommen werden, wird 

[al] = lblA]=0 [c/.2]=0 [di.3]=0 pZ.4] = 

überhaupt alle Coefficienten , in deren 
schematischer Form l auftritt. 

• 

Für unsere vier Unbekannten x, ?/, 2, t 
nimmt die Gleichung (20) die Form an: 

Multiplizieren wir dieselbe mit a. und 

addieren alle ähnlichen Resultate für 
i = l bis i = w, so erhalten wir 

[aB] = [aa] + [aa] JI, -f [ab] M J- [ac] M, + [ad] M,. 



\ 
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Beachten wir, dass [aa] = ist, und 
machen dasselbe mit der obigen Glei- 
chung, nachdem wir sie mit 6,., e. 

resp. d. multipliciert haben, so erhalten 

wir folgende vier Gleichungen: 

laB] = [aa] M^ + [ab] M^ + [a c] M^ + [ad] M, 

[ie] = [ab] M^ + [bb] M^ + [bc] M, + [M] M, ,^g. 

[ce] = [a^]M,+ [*fjM^ + [^f]M,-f lcd]M, " ' 

[rfs] = [ad:] M^ + [bd] M^ + [cd] M, + [dd] M, 

Diese Gleichungen haben ganz die 
Form der Normalgleichungen (I) und diese 
übergehen in dieselben, wenn an Stelle 
von x^ y^ z^ t, l daselbst gesetzt wird 
M_p, M , M^, M^, e. Also wird die Reduk- 
tion der Gleichungen (25) auf die Form 
der Norraalgleichung (A) in derselben Art 
geschehen können, man braucht in dem 
System (A) nur wieder an Stelle von x^ 
2/, z^ t^ l zu setzen M^, M^, M^, M^, s. 

Auf diese Weise erhält man das folgende, 
dem System (25) vollständig äquivalente 
System von Gleichungen: 

[aa] M^ + [ab] M^ + [ac] M, + [ad] M, = [as] 
[bbA]TA^-^[bcA]M^+[bd.l]¥., = [bs.l] 

[f^.2]M^+[^d.2]M^ = [^6.2] (-^) 

[dd.3]M,= [dt. 3] 

Vergleicht man nun dieses System (26) 
mit den Gleichungen (24), so ergibt sich 

M = [a^] 
M,= [bs.l] 

M,= [bB.3l 

und es kommt nun darauf an den Durch- 
schnittswert dieser Grössen M, M^, itf,, M^ 
zu berechnen, um aus (23) den Durch- 
schnittswert von [s e] — [a a] zu erhalten, 
und so die [ee] durch [aa] und bekannte 
Grössen auszudrücken. 

Der Durchschnittswert von M ergibt 
sich folgendermaassen. Es ist 

^^ = ^1 ^ + ^2^2 + ^3 ^s + • • • + ^, K 
also 
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Die Summe in der Klammer wird 
gegenüber der Summe der Quadrate sehr 
klein sein, weil die s. teils positiv, teils 

negativ sind. Man kann daher bei der 
Berechnung des durchschnittlichen Wertes 
diese Summe vernachlässigen und erhält 

Nun kann an Stelle der Sj, Sg ... s^^ 

der durchschnittliche Fehler [t gesetzt 
werden, wodurch 

= [aa] (JL* 
also 

M = {1 Vläa] (28) 

wird. 

Für 3/^ ergibt sich 
M = [bB . 1] = [^5] - [—] [as] 

— [^] K ^x + «ä Sj, -t- . ■. . + fl, O 

also ist 

Jlfi = [Ab] 

wemi für den Augenblick 

gesetzt wird. Dann folgt aber nach dem- 
selben Vorgange, wie bei 3f, dass 

M,= ^ V\_A~Ä\ 

ist. Da nun 

• * \[fla]y ' * * [aä\ 

ist, so ergibt sich 



= m - 



[aä\ [aä\ 

[ab] [ab] 



[aä] 
= [bb.\], 



74 Die Fehler der Unbekannten bei vermittelnden Beobachtungen. 

also folgt 

Ml = |x V[bbA] . . . (280 

Auf Grund der Analogie schliesst man 
sogleich, dass 

,¥3 = iiV[dd.3] 

als Durchschnittswerte liefern. 

Setzt man die so erhaltenen Durch- 
schnittswerte aus (28), (280 und (28'0 in 
die Gleichung (23) ein,^ so erhält man : 

[es] — [aa] = (i' + 1^* + H-* + t^* = * !^" 

und da 

wji^ = [ss] 

ist nach Formel 6, so folgt 

nji* = [aa] +4|x* 
oder 

(w — 4)|i* = [aa] 
also 

n — 4 

Der Gang der Rechnung zeigt, dass, 
wenn nicht 4, sondern k unbekannte 
Grössen vorhanden wären, dann die 
Gleichung (23) rechter Hand k Glieder 
hätte, dass wir an Stelle der 4 Gleich- 
ungen (28), (280 und (28") solcher k 
hätten, und dass die Substitution die 
Gleichung (23) dann in 

[es] — [aa] = k\i} 
überführt, also die Gleichung 

n[JL^ = [aa] + k\k^ 
lieferte, aus der sich die 

Formel 29 : [x = + \/i*_?l- 

für den mittleren Fehler (i ableitet, wenn 
n vermittelnde Beobachtungen für k Un- 
bekannte gemacht wurden. 

Mit Rücksicht auf die Gleichung (13') 
Seite 55 folgt auch die 

Formel 29a: [j. = + \/^^lS 

^ - n — k 



Frage 24. Wie berechnet man aus 
dem Durchschnittsfehler [jl die Fehler M^^ Antwort. Zur Bestimmung von 11^^ 

M , M . . . der einzelnen Unbekannten? M , M., M,, wenn wir wieder bloss 4Un- 

K 
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bekannte voraussetzen, dienen die Gleich- 
ungen (26), wenn man ihre rechten Seiten 
ersetzt durch die Grössen Jlf, M^^ Jf,, M^ 
nach Gleichung (27) resp. durch die Durch- 
schnittswerte dieser Grössen aus den 
Gleichungen (28), (28') und (28"). 

Wir erhalten demnach folgende Gleich- 
ungen für M^, M^,, M^, M^: 

[a a] M^ 4- [ab] M^ + \^c\ M, + [ad] M, = (x V[a^ 

[/;/;.l]M^ + [^c.l]M, + [id.lJM^ = |i V[bb~.i\ ^2g^ 

[cc . 2] M] + [cd . 2] M, = (1 V[cc.2] 

[dd.3]M^ = (1 V[dd73r 
Aus der letzten folgt direkt die 



M. = 



P« 



■' V[dd.3] 

Nimmt man für die einzelne Beobach- 
tung das Gewicht = 1 an, so wird, danach 
Formel 18 t/ — 

V P 

ist, das Gewicht P^ der Unbekannten t im 

Vergleich mit der eben angeschriebenen 
Formel sein 

Formel 30: P^ = [dd.3] 
indem 



M, = 



vp; 



wird. 

Die Formel 30 sagt aus: Löst man 
die Normalgleichungen nach dem 
Vorgange der Ellimination auf, 
so ist der Coefficient der Unbe- 
kannten in der letzten EUimi- 
nationsgleichung die Gewichts- 
zahl, die dieser Unbekannten zu- 
kommt. 

Würde man also das System (I) so 
auflösen, dass zuerst t aus der letzten 
berechnet wird, dann 2?, sodann ?/, so 
dass in der schliesslichen letzten Gleich- 
ung X allein bleibt, welche die Form 

[aa.3]x = [al,3] 

hätte, so ist das Gewicht P^ von x gegeben 
durch 
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und sodann 



!^ 



V- 



V P^ V[aa . 3] 

Will man also alle Gewichte berechnen, 
so muss man auch die Coefficienten [aa. 3], 
[bb . 3], [cc . 3] ebenso wie [dd . 3] be- 
stimmen. 

Anmerkung 26. Da für die Berechnaiig der Gewichtszahlen die Grössen l^ irrelevant 

sind, so kann man sie beliebig wählen. Wählt man sie vorerst so, dass [al] = 0, [bl] =» 0, 
[cl] = 0, [cf /] = 1 ist, so erhält man an Stelle der Normalgleichungen (T) folgende vier 
Gleichungen: 

[ao] Q, + [ab] Q. + [ac] Q, + [ad] Q^ = 

[ab] Q, + [bb] Q, -f [b c] Q, + [bei] Q,= 

[ac] Q, + [bc] CU + [cc] Qs + [cd] <2, = 

[ad] Qi + [bd] CU + [cd] Q» + [dd] Q, = 1 



aj 



(li) 



Löst man dieselben in derselben Weise wie die Normalgleichungen auf, so ergibt 
sich als letzte Gleichung offenbar 

[dd,S] CU = 1 
also 

^* "~ [dd.B] "■ P< 

d« h. die LOsung Q^ des Systems (IJ ist die reciproke Gewichtszahl der Unbekannten t. 
Ganz analog folgt, dass die Lösung Q^ des Systems 

[aa] Q, 4- [ab] Q^ + [ac] Q, + [ad] Q, = 1 

[ab] Q, + [bb] CU + [bc] Qa + [bd] Q, = 

[ac] Q, + [bc] Q, 4- [cc] CU + [cd] Q, = 

[ad] Q, + [bd] Qj + [crf] Qs + [dd] Q, = 

die reciproke Gewichtszahl von x ist, dass die Lösung Q^ des Systems 

[aa] Q, + La//] Q, + [ac] Q, + [ad] Q, ■= 
[ah] Q, + [Ob] CU + [bc] Q, + [bd] Q, = 1 

[ac] Q, 4- [bc] Q, -f [cc] Q, 4- [crf] Q^-O 

r^^'] Qi + [^^0 CU 4- [c<f] Q» 4- [dd] C>4 = 

die reciproke Gewichtszahl von $f ist, und dass schliesslich die Lösung Q^ des Systems 

[aa] Q, 4- [«^] Q. + C«^] Qs + [ad] Q, = 
[aq Q, -h [bb] (U 4- [^c] Q3 4- [bd] Q, = 

[ac] Q, 4- [bc] Q2 + [cc] Qs 4- [et/] Q, = 1 

[ac/] Q, 4- [/'(Z] Q, 4- [cd-] Q, 4- [cfd] Q, = 

die reciproke Gewichtszahl von z ist. 

Man nennt aus diesem Grunde die Systeme (IJ, (I,), (F,), (IJ die Gewichtsgleichungen. 
Ihre Coöfficienten sind durch die Coefficienten der Normalgieichungen gegeben, und ein 
System wird gleichzeitig mit dem Normalsystem I aufgelöst (Vergl. hiezu den Vorgang im 
Anhang II, welcher die Art angibt, wie die gleichzeitige Lösung aller Gewichtsgleichungen 
stattfindet). 



ih) 



(Is) 



i\ 
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Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 24. Es sind die wahrscheinlichen 
Fehler der in Aufgabe 21 gefundenen Winkel Auf lösmig. Wir berechnen vorerst den 
zu berechnen ? mittleren Fehler der Beobachtungsreihe nach 

Formel 29 

wobei hier 

n z= 6 , fc = 3 

ist, da sechs Bedingungsgleichungen und drei 
N Unbekannte sind. Es wird also 

Vfa a] 

Um [aa] ^u berechnen, beachten wir, dass 
a.=: aia+b^y + CfZ — li 

ist, wobei x, y, % die Lösungen der Gauss'schen 
Normalgleichungen sind und l. die rechten 

Seiten der Fehlergleichungen. 

Nun ergaben sich als Lösungen der Normal- 
gleichungen die in Gleichung (14) daselbst 
angegebenen Werte: 

X = 0,075 

y - 0,800 (1) 

z = 1,125 

während die Fehlergleichungen: 

X = 0,4 

y = 0,8 

z = 0,8 

x — y =0,7 

— X + « = 2,8 
y — z=z 1,1 
waren. 

Es ist mithin 



(2) 



«3= ^ 



— 0,4 = - 0,325 a{ = 0,106 
_ 0,8 = 0,000 «1 = 0,000 



— 0,8 = + 0,325 a* = 0,106 

a^ == a; _ y - 0,7 = — 1,425 aj = 2,017 

«ß = ^ - .r - 2,8 = - 1,725 aj = 3,062 

a^^y — z — \,\=^- 1,425 ex^ = 2,017 

[aa] = 7,308 

und daher 

a = + 1,56 
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Um die mittleren Fehler der Grössen j, 
t/t z za finden, haben wir die Gewichtsgleich- 
ungen aufzustellen und zu lösen. 

Da die Normalgleichungen 

3a;— y— z = ^1,7 

— x-^ 3y— z = 1,2 

— JJ — y + 32 = 2,5 

waren, so werden die Gewichtsgleichnngen 
j 3 Q, - Q, - Q3 = 1 



für X 



für 1/ 



für z 



. -Q1 + 3Q,- Q8 = 

3Q,- Q2— Q» = o 

-ai+3jes- ß, = 1 

3ßi- ß.- ß3 = 
-öi-3ß,~ ß, = 

-ß,- ß2+3ß3 = 1 



Was die Gewichtsgleichungen für z an- 
belangt, so sind diese nach Q^ bereits durch 
die Normalgleichungen gelöst, es ergibt sidi 
dort als Gleichung (12) 



2z = 



__ 13^ 
6 



so dass hier folgen würde 

2ßs= 1 
P. = 2 



so dass 



ist. Da aber die Gewichtsgleichungen toII- 
ständig symmetrisch sind und in einander 
übergehen durch die Yertauschung der Indices, 
so ist auch 

P = P = P 

und mithin wird nach Formel 



\ 



K = >1, = M, = — Y = + 1,10 

Der Durchschnittsfehler der Werte ar, y, z 
und nach Formel 14 ist 

P^ = 1\ = P, = + 1,10 X 0,674 

= ± 0,74 

der wahrscheinliche Fehler dieser Grössen. 

Hieraus ergeben sich die wahrscheinlichen 
Fehler der in Gleichungen (15) pag. 62 be- 
rechneten Winkel nach den Gleichungen (1) 

für 2C ^ OB . . . + 0,74 
^ 2iA0C . . . + 0,74 
„ 2iA0C . . . +0,74 
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und nach den Gleichungen (3), (4), (5) daselbst 
zufolge Formel 22 

für 2iB0C . . . VPf +P-« =±0,74 V2^=±l,03 
„ 2iB0D, . . VP2 -rP2 \= + 0,74 Y2 = + 1,03 
„ 2iC0D . , . VP7+ P7 = ± 0,74 V2 = + 1,03 

Man kann daher 1 gegen 1 wetten, dass 
die wahren Werte der Winkel nach Gleich- 
ungen (15) liegen zwischen 

2iA0B=z 48M7' 1,07 + 0,74 
2iA0C = 96<> 62' 16,80 + 0,74 
2iÄ0D^ 152« 54' 7,12 ± 0,74 
4 J5 00 = 48» 35' 15,72 ± 1,03 
2iB0D= 104« 37' 6,05 ± 1,03 
2iG0D==^ 56» 1' 50,32 ± 1,03 



Aufgabe 25. Man beobachtete die Sand- 
masse, welche aus einer Öffnung in der 
Sekunde ausfioss und fand, wenn p der Badius 
der Öffnung in Eheinländischen Zollen und 
m die Sandmasse in Rheinländischen Cnbik- 
zollen ist, dass in einer Sekunde ausflössen bei 



P = 



0,05487 
= 0,08052 
= 0,09869 
= 0,12017 
= 0,16784 



m = 0,00912 
= 0,02985 
= 0,06399 
= 0,09532 
:= 0,23463. 



Mau soll aus diesen Beobachtungen eine 
Formel aufstellen, welche die Abhängigkeit 
der ausfliessenden Masse von der Öffnung dar- 
stellt (vergl. Hagen, Grundzflge der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung). 



Erkl. 20. Man hätte allgemein das Gesetz 
ni =f (p, a,h, c.) 

wo / eine bestimmte Funktion ist, deren Con- 
stanten a, ^, c zu bestimmen wären. Berechnet 
man dann die wahrscheinlichen Fehler der Gon- 
stanten a,b,c,.. und findet, dass sie sehr klein 
im Vergleiche zu den Grössen a, ^, c . . . selbst 
sind, so kann das Gesetz vi = / (p, a, b,c . . .) 
angenommen werden. Würden sich aber die 
wahrscheinlichen Fehler gross ergeben im Ver- 
hältnis zu 'V, b, c . . ., so kann das Gesetz nicht 
in dieser Form angenommen werden. Man kann 
dann ein anderes Gesetz voraussetzen und die 
Constanten wieder berechnen. Hiebei muss selbst- 
verständlich die Anzahl der einzuführenden Con- 
stanten kleiner sein, als die Anzahl der Beo- 
bachtungen. 



Auf lösuDg. Nach nebenstehender Erklärung 
nehmen wir als erstes Gesetz an 

m = Ap*+Bp* 

indem wir die zu suchenden Constanten mit Ä 
und B bezeichnen. 

Um aber die einzelnen Zahlen übereinstim- 
mender in ihrer Grösse zu erhalten, setzen wir 

Z=10m A = 10a7 B = lOOy 

so dass unsere Formel übergeht in 

/ = x(10p)^4-.y(10p)> 

wobei 

a, = (10p.)« ^ = (10p,)» 

l. = 10 m,. 

ist. 

Da sich nun folgende Fehlergleichungen 
ergeben : 

1) . . . 0,0912 = 0,301072 a; -f 0,165198 ^^ 
2) . . . 0,2985 =r 0,648347 x + 0,522049 y 
3) . . . 0,5399 = 0,973774 X + 0,960920 y 
4) . . . 0,9532 = 1,444083 a; + 1,735355 y 
5) . . . 2,3463 = 2,817027 x -f 4,728100 y 

so erhalten wir die 

Tabelle I. 





« 


b 


c 


1) 


0,301072 


0,165198 


0,0912 ! 


2) 


0,648347 


0,522049 


0,2985 


3) 


0,973774 


0,960920 


0,5399 ! 


4) 


1,444083 


1,735355 


0,9532 


5) 


2,817027 


4,728100 


2,3463 
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Da es sich hier empfiehlt, das weitere mit 
Gebrauch der Logarithmen zu rechnen, so 
legen wir noch eine Hilfstabelle V an, in der 
wir die Logarithmen der Grössen a,-, 6^ Z, in 

leicht verständlicher Weise anschreiben» indem 
in der Spalte unter 1 der log o^, log 6^, log l^, 
in der Spalte unter 2 der log a, , log &,, 
log /, u. s. w. steht« während in der Zeile, 
wo links log a steht, der loga^, log a,, log a,, 
^og a^, log Ag steht. 



Tabelle V. 



1 



2 



log a 
log b 
log c 



0,4786700-1 
0,2180050—1 
0,9599948—2 



0,8118076-1 
0,7177114—1 
0,4749443—1 



0,9884582—1 ' 0,1595922 
0,9826873—1 ' 0,2393883 
0,7323133-1 I 0,9791840-1 



0,4497910 
0,6746865 
0,3703885 



um die Tabelle U nun aufstellen zu können, 



t i> t I 



n. s. w. 



hat man die Produkte a^a^^ 

zu bilden. Die Logarithmen dieser Produkte 
ergeben sich nun einfach durch Summation 
der Zahlen in den entsprechenden Zeilen nnd 
aus den Logarithmen erhält man dann sofort 
die Zahlen, welche in die Tabelle n einzu- 
zutragen sind. £s wurden in die Tabelle 
auch die Produkte l.l. aufgenommen, da nach 

Formel 29 a diese für die einfache Berechnung 
des mittleren Fehlers notwendig sind: 



JSl 
1 

2 
3 

4 



aa 



ab 



al 



5 



0,0906442 
0,4203540 
0,9482359 
2,0853760 
7,9356400 



0,0497365 
0,3384691 
0,9357192 
2,5059960 
13,3191800 



0,0274577 
0,1935316 
0,5257406 
1,3765000 
6,6095900 



bb 

0,0272940 
0,2725353 
0,9233674 
3,0114560 
22,3549100 



bl 


11 


0,0150661 


0,0083174 


0,1558316 


0,0891022 


0,5188007 


0,2914920 


1,6541400 


0,9085900 


11,0935300 


5,5051220 



11,4802501 17,1491008 8,7328199 | 26,5895627 ; 13,4373684 i 6,8026286 



log 



[ah] 



[aa] 
log [a h] 



Hilfsrechnung. 

= 1,2342413 ( \og[ol] = 0,941 1545 ( 

\og[aa] = 1,0 599514* 

0,8812031-1 

0,762486 

log [ah] = 1,2342413 
1,1154444' 

13,04500 



log [a b] 

log [a a] = 1,0599514 ^ 
0,1742899 

1,493791 



Dadurch erhalten wir das 

Schema L 



X 



y 



= 0,1742899 
= 1,2342413 



log 



0,8812031-1 



11,4802501 , 17,1491008 

1 I 1,493791 



1,4085312 

26,61717 

[al] 



8,732899 

0«762435 



17,1491 X 



26,5895627 

25.01717 



log 



= 0,8812031—1 



\ 



[aa] 

log[a/] = 0,9411545 
0,8223570 

6,64290 



8,73282 \r 



13,4373684 

18,04600 

6,8026236 

6,64890 



Preisgekrönt in Frankfurt a. H. 1881 



Der ansfiihrliche Prospekt und das ausführliche In- 

haltsyerzeichnis der ,, vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten and gnt hrochiert, am den sofortigen und dftuorn- 
den Gebrauch za gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigangen 
and Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von25Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfblge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung fUr 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält AUes, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschafben 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch ffir Schüler aUer Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorsügliohste Lehrbuch 
Bum Selbststudium, das vortrefElichste Nachschlagebuch für Fachleute un 1 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

torch jede Buchhandlung bezogen werden. 



jährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Garl Hammer io Stattgart. 



I','-" 



Ausgleichsrechnung 

«FU^a UIjIX \ - ^ S^^ 9 »«^ol" '^^' Methode der Ueitisten 

«*»• I FortB.v.Heft901. — Seite 81— 90^ 



gelöste 

Sammlung 



— nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, fQr den Schul- & Selbstunterricht - 
iB^b« DSi EntflcklQDj der banotiten Sibo, Formsln, Raneln, In fnf/ü M Intiort« 

erlftntert dorcb 

viele Holzschnitte & lithograph. Tafeb, 

«ai ktlen Zweigen 

der RMheakiiiiBti der Bledeni (Algebr», Planimetrie, Scereomecrie, ebenen o. BpUrUclieii 

Trifonometrie, ifntlietiaclteii Oeometrie etc.) a. hStaeren Mathematik (höhere Analyiii, 

Di&reutial- n. Integral-Bechnniig, anftljtische Geometrie der Ebene n, de« Baomea etc.); — 

aoa allen Zweien der Ph^BlJE, Meehanlk. Sraphostatlk, Chemie, GeodSaie, Haatlk, 

mathenaL (le^rapfale, iistnnttmle; des Maschlueo-, StraMen-, Eisenbahn-, Wasser-, 

Brlflken- n. Httehuui'g; der KeBB^nktienslehren ala: dantelL (üeometrle, Pelar- n. 

Parallel-PHBpektlTe, SehattenkoDstraktleneD etc. etc. 

for 

Scbflieri Stndiereuäei Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Uilit&rs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Stndlam, eot FoitbtUfe bei Schularbeiten nnd zur rationellen Venrartong 

der exakten ViBsenschaften, 

heranixegeben Ton 

Dr. Adolph Kleyer, 

MMbemftUkn, nnidaUr kODl|l. pnau, Fsldmauar, nraidtlar Braiih. heitiicbsT OwmBtef I. Klui« 

in rronkfurt %. M. 
unter HitwiAoai der hewfchrteit«Q Kr&fta. 

Ansg^leichisrecliiiang^ 

naclt der Methode der kleinsten Quadrate. 



,. iltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 

ch jede Buchhandlung bezogen werden. 



in Frankfurt a. M. 1881. 
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PROSPEKT. 



Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigten Preise von 25 /^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben aas dem Gesamtgebiete der Mathematik, Phjsik, 
Meehanik, math. Geographie , Astronomie , des Ittasohinen- , Strassen- , Eisenbahn-, 
Brficken- und Mochbanes, des koastrnktireu Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollstftndig 
gel5ster Form, mit rielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entirickelang der 
benutiten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benatzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen L und II. Ordn«, gleich- 
berechtigten höheren Bilrgersehnlen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pr»- 
gjmnasien, Schullehrer -Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschnlen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^ährig- Frei- 
willige- und Offlziers-Examen etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt fttr Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prafungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zn verwerten. Lust, Liebe 
and Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergest 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUen Bei 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschungen ge^ 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische . 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Nir 
verbreitet — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Ver'~ 
Dr. Kl eye r, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren ErlA 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Verlagshp«''^"" 
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log[*ri] 
log [hb. 1] 



0,5936958 — 1 
0,9878405—1 



log 



[^M] _ 



[6^.1] 
log [6/.1] 



0,6058553 — 1 

0,408611 

0,6058553 — 1 

0,59 36958 — 1 
0,1995511 - 1 

0,15833 



Subtrahiert man die klein gedruckten Zahlen 
von den darüberstehenden der zweiten und 
dritten Zeile, so erhält man das 

Schema 11. 



y 



0,97239 
1 



0,39237 

0,408511 



0,15972 

0,15833 



Aus Schema II und I folgen nun die beiden 

Gleichungen: 

y =z 0,403511 

a + 1,49379 ij = 0,760627 

[//.2] = 0,00139 

wobei [ilZ.2] erhalten wird, wenn man die 
kleine Zahl der letzten Zeile des Schema II 
von der darüberstehenden subtrahiert, indem: 



ist. 



[//.2] = [//.l]-[^4n]f^^-l] 



Aus den obigen Gleichungen ergibt sich 

X = 0,760627 — 1,49379 X 0,403511 
= 0,157867 

Also ist 

A ^ 10 X = 1,57867 

B = lOOy = 40,3511 

Die Summe der Fehlerquadrate [aa], wie sie 
den obigen Fehlergleichungen entspricht, wenn 
für X und p die gefundenen Werte eingesetzt 
werden, ergibt sich nach Gleichung (13) Seite 55 

[aa] = [//.2] = 0,00139 

undda 5 Gleichungen mit 2 Unbekannten gegeben 
sind, so ist der mittlere Fehler nach Formel 29 a 



p. = ±Y/j5^ = t\/-- 



,00139 
3 



B o b e k , Ausgleichsreohnung. 



also 

jj. = + 0,0215 

und der wahrscheinliche Fehler 

p = + 0,0215 . 0,6744 
= ± 0,01450 

Aus Schema U ist ersichtlich , dass das 
Gewicht von y 

Py = 0,97239 

ist, also ist nach Formel 18 

'" Vi'y ~ VÖ,97235" 
= ±0,0218 

der mittlere Fehler in y. 

6 
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Um den mittleren Fehler in a: zu berechnen, 
haben wir P^ zu finden aus der dem Schema I 

entnommenen Gewichtsgl^ichung: 

11,48025 ßi + 17,14910 jj« = 1 

17,14910 j2i + 26,58956 jS- = 
oder 

/ 11,48025 X 26,58956 — 17,14910 X 17,14910 \ ^ _ i 

\ 26,58956 " / ^' 

wobei 

I, _ J _ 305,2548 — 294,0915 

^ "" i3, ■" 26,58956 

= 0,41984 

sich ergibt, also 

u. 0,0215 

' VP, " V 0,41984 

= + 0,03318 
folgt. 

Der wahrscheinliche Fehler ergibt sich nach 
Formel 14 

P = M . 0,6744 
daher ist 

P, = ± 0,03318 X 0,6744 = ± 0,02237 
Py = ± 0,0215 X 0,6744 = + 0,1450. 

Man kann also 1 gegen 1 wetten, dass die 
wahren Werte von x und y liegen zwischen 

X = 0,157867 + 0,02237 und 0,157867 — 0,02237 
y = 0,403511 + 0,01450 „ 0,403511 — 0,01450 

und daher die Werte 

A = 1,57867 _t 0,2237 
B = 40,3511 + 1,450 

mit einer Wahrscheinlichkeit = ^ sich ergeben, 
wenn das Gesetz 

m = ^ p- -h JB p» 

angenommen wird. 

Die wahrscheinlichen Fehler sind im Ver- 
hältnis zu den Constanten hinreichend klein 
und man kann also für Werte von p, die 
nicht sehr viel von den gegebenen abweichen, 
die Formel 

m = 1,579 p«+ 40,351 p» 

annehmen, welche die in der Sekunde aus- 
geflossene Sandmenge durch die Öffnung vom 
Radius p angibt. 
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c) BeoliniiDgskoiitrollen. 

Anmerkiing 27. Wie aus den Aufgaben der vorangehenden Abteilungen ersichtlich, 
ist die Rechnung bei der Ausgleichung von Beobachtungen eine ziemlich umfangreiche^ und 
es muss gefordert werden, dass man auch sicher sei, Fehler bei der Rechnung vermieden 
zu haben. Hiebei wird es besonders erwünscht sein, dass man nicht erst am Schlüsse der 
Rechnung sich versichern kann, dass kein Fehler begangen wurde, sondern dass die Kontrolle 
derartig eingerichtet wird, dass man bei jedem Schritte sicher ist, bis dahin keinen Fehler 
begangen zu haben. Dieses leistet nun thatsächlich die im Folgenden durchgeführte 
Methode. 

Frage 26. Wie -wird die Rechnung 
bei der Ausgleichung vermittelnder Be- Antwort. Die Rechnung bei der Aus- 
obachtungen kontrolliert? gleichung vennittelnder Beobachtungen 

wird durch die Kontrollgleichungen auf 
ihre Richtigkeit geprüft. Das Wesen der- 
selben ist folgendes. 

Sind 

a^x -\- b^y + c^z + d.t = l^ . 

m m 

• • 

die Fehlergleichungen für vier Unbekannte 
(bei mehreren Unbekannten ist das Ver- 
fahren ein ganz analoges), so setze man: 

^1 + ^1 + ^1 + dl + ?i = «1 

^8 + ^2 + ^2 + ^2 +■ '2 = «2 

: : • • (2) 

« • 

^- + ^- + ^ + d + ^ = s„ 

wobei, wenn die Kolumnen addiert werden, 
die Gleichung 

\ß] + [b] + [c] + [d] + [l] = [s],.(ß) 

erfüllt sein muss, wenn die s. richtig be- 
stimmt sind. Dies ist die Kontrolle für 
die s.. 

Multipliziert man nun die Gleichungen (2) 
der Reihe nach mit a^, a^ . . . a^ und 

addiert sie hernach; sodann mit J^, 62 • • • ^« 
imd addiert wieder u. s. w. , so erhält 
man folgende fünf Gleichungen: 

[aa] + [ab] + [ac] + [ad] + [a1] = [as] 

[ab] + [bb] + [bc] + [bd] + [bl] = [bs] 
(Gl) [ac] + [bc] + [cc] + [cd] + [c^ = [es] 

[ad] + [bd] + [cd] + [dd] + [dT] — [ds] 

[.a^ + [b^] + [cl] + [d^ + [l^ = [u-] 
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Die linken Seiten dieser Gleichungen 

sind die Coefficienten der Nonnalgleich- 

ungen I des Abschnittes (a) Seite 49. 

Werden nun die rechten Seiten berechnet 

gleichzeitig mit den Coefficienten [aaj, 

[ab] ... u. s. w. , indem man in der 

Tabelle I zu den Zahlen a, i . . . noch 

Erkl. 21. Die Übereinstimmung der linken eine Spalte für die s eröflhet, SO muss 

und rechten Seiten der Gleichungen Cj, wie nach (Ci) die Summe aus den Coefficienten 

sie durch Addition der Coefficienten der Normal- der Normalgleichungen und der rechten 

gleichungen und durch Berechnung der [a«], ggitg derselben mit den berechneten 

[b s] . . . sich ergeben, kann, wenn mit Loga- p .. -, • x* 

rithmen oder sonstigen Abkürzungen gerechnet grossen UDCremsummen. 

wird, nicht eine yoUständige sein, denn in den jg^ ^un die Übereinstimmung eine hin- 
letzten SteUen, die noch m Rechnung gezogen . v j . »^ _ • u j 

wird, werden sich stets Abweichungen ergeben reichend gute, SO ist man sicher, dass 
müssen. die Coefficienten der Normalgleichungen 

richtig berechnet sind. 

Man multipliziere nun die erste Gleichung 

r IT 

der (Ci) mit -~ — {- und subtrahiere sie 

^ [aa] 

Erkl. 22. Es ist hiebei ratsam, die Proben von der zweiten, dann erhält man nach 

schon in der Tabelle II anzustellen, indem die Erklärung 14: 

Summe aus den einzelnen Zeilen mit dem Gliede 

übereinstimmen muss, welches in derselben Zeile [66. l] + [6c. 1] -{-[bdA]-\-[bL 1] — [65. 1] 

und in den der Tabelle II beizufügenden Spalten 

für as, bs... steht. Denn tritt hier keine wobei nach derselben Erklärung 

Übereinstimmung ein, so weiss man, dass der 

Fehler in dieser Zeile zu suchen ist, während F^^l r t 

die Gleichungen Ci erst bei fertiger Addition [bs . 1] = [bs] — ~i [as] 

dies anzeigen. Die Gleichungen Ci stimmen L^^J 

bei guter Rechnung besser als die einzelnen . , u u r n " ^ u^ ^x^^^i 

Zeilen, da sich die Abweichungen in der Summe Sich aus bekannten Grossen berechnet 
autheben, weil sie teils positiv, teils negativ sind. Multipliziert man sodann die erste Glei- 

r _ ^1 

chung mit > — r und subtrahiert sie von der 

[aa] 

dritten und analog für die vierte und 
fünfte Gleichung, so erhält man folgende 
vier Gleichungen: 

[bb.l] + [bcA] + [bdA}+[blA] = [bsA] 
[bcA] -\- [c c A] i-[cd A] + [cl A] = [c s A] 
' ' [bdA] + [cd . 1] + [dd. l] + [dl . 1] = [ds . 1] 
[blA] + [clA] + [dlA]+\_llA] = [IsA] 

Hier stehen nun auf der linken Seite 
die Coefficienten der ersten Eliminationsr 
gleichungen 11. Da die rechten Seiten 
aus den Grössen, die in (Ci) vorkommen, 
berechnet sind, so stellen die Gleichungen 
(Cii) die Kontrolle vor für die Coefficienten 
der ersten Eliminationsgleichungen. Fin- 
det man, dass die Coefficienten des 
Systems II diesen Gleichungen (Gn) hin- 
reichend gut genügen, dann ist man 



(Cii) 



\ 
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sicher, keinen Fehler begangen zu haben, 
und man kann weiter rechnen. 

Multipliziert man in (Cu) die erste 
Gleichung mit -yrj-' A- und subtrahiert 
sie von der zweiten, multipliziert man 

hernach wieder die erste mit -„ , ' J- 

[66.1] 

und subtrahiert sie von der dritten und 
analog weiter, so erhält man nach Er- 
klärung 15: 

(Cm) ..,.*. [^d.2] + [dd.2]4-[rfi.2] = [ds,2] 

[cl,^] + [dl .2] + [ll.2] = [l8 . 2], 

wo wieder die linken Seiten die Coef- 
ficienten der zweiten Elirainationsgleich- 
ungen sind, während die rechten Seiten 
aus den Grössen der (Ca) zu berechnen 
sind. 

Hat man sich von der guten Über- 
einstimmung der rechten und linken Seiten 
der (Cm) überzeugt, so kann man weiter 
rechifen und überzeugt sein, dass bis zu 
denCoefficienten der zweiten Eliminations- 
gleichungen kein Fehler gemacht wurde. 

Multipliziert man in (Cm) die * erste 

\cd 21 
Gleichung mit -- — ' -|- und subtrahiert 

sie von der zweiten, sodann die mit 

-; -' pj,- multiplizierte erste von der drit- 

[cc.2] '^ 

ten, so erhält man: 

.^ [dd.3] + [dl.3] = [d8.3] 

^ '""^ [dl.3] + lll.3] = [ls.3l 

durch welche Gleichungen die Coefficienten 
der dritten Eliminationsgleichungen ge- 
prüft werden. 

Auf diese Art haben wir durch einzige 
Hinzunahme der 8. zu den a., 6,. . . . l^ 

eine Kontrolle der Rechnung erhalten, die 
uns in Stand setzt, bei jedem System der 
Eliminationsgleichungen die Richtigkeit 
der Coefficienten zu prüfen. 

Was die Anordnung der Rechnung an- 
belangt, so sehe man im Anhange II nach 
oder in der folgenden Aufgabe 26. 
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Gelöste Aufgaben. 

(Rechnungskontrollen.) 



Aufgabe 26. Es ist bekannt, dass die 
Temperatur des Erdinneren von der Ober- 
fläche aus gegen dem Erdmittelpunkt zunimmt, 
man hat nun in der Nähe von Paris, dessen 
mittlere Jahrestemperatur T^ = 10,60® Celsius 
ist, die mittlere Jahrestemperatur in ver- 
schiedenen Tiefen gemessen und gefunden bei 
einer Tiefe 

i = 2Sm die Temperatur T= 11,71« 



= 66 m 
= 173 m 
= 248m 
= 298 m 
= 400 m 
= 505 m 
= 548 m 



« 



w 



r 



r 



V 



y> 



n 



= 12,90" 
= 16,40» 
= 20,00<> 
= 22,20'' 
= 23,75° 
= 26,43'> 
= 27,70». 



Kann man als Gesetz der Abhängigkeit der 
Temperatur von der Tiefe das folgende 



T= T, + At +Bt^ 



annehmen? 



Aufiösung. Nehmen wir das Gesetz 
T=: T^ '{'At'^-Bt^ 

als für die Abhängigkeit der mittleren Jahres- 
temperatur T von der Tiefe t an, so erg-eben 
sich aus den Beobachtungen von T, T^ und t 
die Fehlergleichungen, wenn 

100-4 = ir, lOOOOB = y 

•gesetzt wird 

und wenn die Werte eingesetzt werden: 

1,11 = 0,28 ar + 0,28« y 

2,30 = 0,66 X -f 0,66« y 

5,80 =:l,73iB + 1,73» y 

9,40 = 2,48 X + 2,48« y 

11,60 = 2,985c + 2,98* y 

13,15 = 4,00 X + 4,00* y 

15,83 = 5,05 X + 5,05« y 

17,10 = 5,48 o; + 5,48« y 

Wir erhalten daher die Tabelle I, in die 
wir auch 8 einstellen. 







Tabelle I. 




M. ' 


a 


b 


1 

l 


S 


1 1 

1 


0,28 


' 0,0784 


1,11 


' 1,4684 


2 


0,66 


0,4356 


2,30 


3,3956 


3 


1,73 


2,9929 


5,80 


10,5229 


4 


2,48 


6,1504 


9,40 


18,0304 


5 1 


2,98 


8,8804 


11,60 


23,4604 


6 


4,00 


1 16,0000 


13,15 ' 


33,1500 


7 


5,05 


1 25,5025 


15,83 


46,3825 


8 


5,48 


30,0304 , 


17,10 1 


52,6104 
189,0206 




22,66 


90,0706 

1 


76,29 



Die Summe der ersten drei Kolumnen ist 
gleich der Summe der letzten, also sind die s 
gut bestimmt. 

Da wir das weitere mit Hilfe der Loga- 
rithmen rechnen wollen, so legen wir die 
Tabelle V an: 



V 
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Tabelle I'. 




log a 0,4471580-1 
log h 0,8943161-2 



log/ 

log 8 



0,0453230 
0,1668444 



0,8195439-1 
0,6390879-1 



0,2380461 
0,4760922 



0,3617278 '0,7634280 
0,5309242 1,0221355 



0,3944517 0,4742163 
0,7889034; 0,9484325 
0,9731279 1,0644580 
1,2560053 1,3703354 



0,6020600 
1,2041200 



0,7032914 
1,4065828 



1,1189258 1,1994809 
1,5204835| 1,6663542 



0,7387806 
1,4775611 
1,2329961 
1,7210716 



Mittels der Logarithmen bestimmen wir die 
Coefficienten der Normalgleichnngen und die 
KontroUgrössen, die wir in die Tabelle II ein- 
tragen : 











TabeUe IL 










m. 


aa 


ab 


al as 


bb 


bl 


b 


11 


l8 


1 


0,0784 


0,02195 


0,3108 0,41115 


0,06147 


0,08703 


0,17044 


1,23210 


1,62992 


2 


0,4356 


0,28750 


1,5180 


2,24113 


0,18975 


1,00188 


1,47912 5,29000 


7,81002 


3 


2,9929| 5,17772 


10,0340 


18,20462 


8,95745 


17,35882 


31,49399 


33,64000! 


61,03283 


4 


6,1504; 15,25299 


23,3120 


44,71540 


37,82742 


57,81376 


110,89417 


88,36002 


169,48570 


5 


8,8804 


26,46359 


34,5680 


69,91200 


78,86150 


103,01264 


208,33773 


134,56000 


272,14060 


6 


16,0000| 64,00000 


52,6000 


132,60000 


256,00000 


210,40000 


530,40000 


172,92250 


435,92250 


7 


25,5025 


128,78763 


79,9415 


234,23163 


650,37751 


403,70457 


1182,86971 


250,58890 


734,23500 


8 


30,0304 164,56659 


93,7080 288,30500j 


901,82492 513,51984 


1579,91136 


292,41000 


899,63780 




90,0706 


404,55797 


295,9923 


790,62093 


1934,10002'i 


1306,89854 


3645,55652 

i 


979,00252' 


2581,89437 



Erkl. 28. Man macht nach Erklärung 22 
die Probe mit Vorteil bei den einzelnen Zeilen, 
so z. B. ist 

ätcr^+ ai^i+ flj/i = 0,0784 + 0,02195 + 0,3108 

= 0,41115 

was mit a^s^ = 0,41115 zufällig ganz überein- 
stimmt. 



Füi* die Probe haben wir 

[aa\= 90,07060 

[ab] = 404,55797 

[a /] == 295,99230 

790,62087 

und [as] = 790,62093 

was hinreichend gut stimmt. 

[aq= 404,55797 

[b b] = 1934,10002 

[bl] = 1306,89864 

3645,55653 

und [bs] = 3645,55652 

welche Resultate sehr gut stimmen. Ebenso ist 

[aq= 295,99230 

[bl]=: 1306,89854 

[//] =979,00352 

2581,89436 

und [Is] = 2581,89437, 

also sehr gute Übereinstimmung. 
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Wir schreiben nun statt der Normalglei- 
chungen das Schema I an nnd erweitem das- 
selbe um zwei Spalten. In die erste setzen 
wir die Summen aus den Zahlen derselben Zeile, 
in die letzte unter P^ die Zahlen 1, 0, welche 
die rechten Seiten der Gewichtsgleichungen 
des Gewichtes Ton x sind, wodurch diese 
gleichzeitig mit den Kormalgleichungen auf- 
gelöst werden. Die letzten Zahlen jeder Hori- 
zontalreihe sind Logarithmen, Das der Cha- 
rakteristik angehängte n bedeutet, dass die 
zugehörige Zahl negativ ist. Des weiteren 
vergleiche das Schema im Anhange II. 



Schema L 



Aus Tabelle II 



X 

90,07060 
1 


y 

+404,55797 

4,491567 

0,6528977 




Summe 

1 


^. 1 


+295,99230 

8,286224 

0,6166972 


+790,62087| 

8,777791 

0,9433853 


1 
0,011102 

0,0454169-2 


+404^5797 X 
2,606980» 


1934,10002 

+1817,100 

8,2698786 


+1306,89854 

+1829,469 

8,1236780 


+3645,65663 

-f-8S61,127 

3,6603661 

1 



4,401665 

1 0,6593977 

1 


+296.99280 X 
2,4712808 


1 

1 
1 


979,00352 

+972,6968 

2,9879775 

1 


+2581,89436 

+2698,158 

8.4146666 




790,62093 


3645,55653 

1 


2581,894371 Kontrolle 





log 404,5 . . = 2,6069808 log 295,9 . . 
log 90,07 . . = 1,9545831 
0,6523977 



2,4712803 log 790,6 . . = 2,8979684 log 1 = 0,0000000 
1,9545831 1,9545831 1,9546831 



0,5166972 



0,9433853 



0,0454169-2 



Erkl. 24. In der Spalte unter Summe 
steht die Summe aus den Zahlen der- 
selben Zeile, wobei die weggelassenen 
Goefficienten hinzuzudenken sind. 



Aus Schema I 



Schema II. 




117,00002 
1 



-22,57046 +94,42956 —4,491565 



—0,19291 

0,j,2858545-l 



+0,80709 

0,9069219—1 



—22,57046 X 
1 „,3535404 



+6,30672 

4.86406 
0,6888949 



-16,26374 

—18,21688 



1 „,2604623 



94,42953 —16,26364 , Kontrolle 



—0,088478 

0,p58421ia-2| 



log 22,57 .. = 1„, 3535404 
log 117,0 . . . = 2, 0681859 



log 94,42 . . = 1,9751078 

2,0681859 



log 4,491 . . = 0„,6523977 

2,0681859 



0,^,2853545-1 



0,9069219-1 



0„ ,58421 18-2 
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Hilfsrechnung. 

log y = 0„,2853545-l 

log 4,491 . .^6523977 

0„,9377522— 1 

— 0,8664674 

log ß, = 0„, 5842118— 2 

log 4,491 . . 0,6 523977 

0„,2366095— 1 

—0,172429 



Als letzte Eontrollgleichungen erhält mau: 

[//.2] == 1,95266 
[l8.2] = 1,95264 

in hinreichend guter Übereinstimmung» 
Man hat nun aus Schema I und II: 

y = — 0,19291 
X -f- 4,491567 y = 3,286224 

woraus 

2/ = — 0,1929 

X = 4,1527 

folgt. Für die Gewichte erhalten wir: 

ßj+ 4,491567 Qt= + 0,011102 

ß, = — 0,038478 
also 



-^ == ß, = 0,183531 

P^ = 5,4236 
Py = 117,0000 

direkt aus Schema 11 nach Anmerkung 26. 
Es ist also der Durchschnittsfehler 

= + 0,5705 
also 

M,=,J^^^0;|I2L-=+ 0,24439 
' VPx -V5,4236 

M = -L = +0^5705^ = 4-0,052747 

' VPy - V 117 

und die wahrscheinlichen Fehler ergeben sich 

P^ = + 0,1648 
P^ = + 0,03557 

so dass man 1 gegen 1 wetten kann, dass 
der wahre Wert der Constanten A und B 
zwischen 

A = 0,041527 + 0,001648 
B = - 0,00001929 + 0,000003557 

liegt, ein Resultat, welches erkennen lässt, dass 
die Formel 

T = 2; 4- 0,04153 t — 0,00001929 «" 

hinreichend den obigen Werten angepasst ist, 
indem der wahrscheinliche Fehler in A sich 
auf 4"/o und in B auf 18% beläuft. 

Da aber B selbst sehr klein ist, so hat 
der immerhin im Verhältnis beträchtliche 
Fehler wenig Einfluss auf das Besultat. 
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Aufgabe 27. Unter denselben Bedingungen, 
wie sie in Aufgabe 25 gegeben waren, sei 
angenommen, dass die Formel 

besteht, welche die in der Sekunde ausge- 
flossene Sandmasse m in rheinischen Eubik- 
zoU angibt, wenn p der Badius der Öffnung 
ist. Es sind die Constanten p und q zu be- 
rechnen. 

Es war für 



Auflösung. Die Formel 



m = /?p' 



schreiben wir logarithmisch 

logm = logi? 4- g logp 
und es ist nach unserer allgemeinen Theorie 



0,05487 
0,08052 
0,09868 
0,12017 
0,16784 



m = 





/ = log m 




a = 1 


0,00912 
0,02985 
0,05399 


* = log p 
wobei wir 

X = logp y = q 


0,09532 
0,23463. 


setzen wollen. 
Beachtet man nun, dass 




log 0,00912 = 0,9599948—3 
= — 2,0400152 



ist, da unter dem Logarithmus ein echter 
Bruch steht, so erhalten wir die 



Tabelle I. 




l 



1,2607 

1,0941 

-1,0058 

-0,9202 

•0,7751 



-2,0400 
-1,5251 
-1,2677 
1,0208 
0,6296 



—2,3007 
—1,6192 
—1,2735 
—0,9410 
—0,4047 



— 5,0559 I —6,4832 ' —6,5391 



Zu dieser stellen wir wie früher die 



Tabelle I'. 



1 



log a 
log b 
log / 
log s 



0,0000000 



2 



0,0000000 



0^,1006118 0^,0390570 
0^,3096302 j 0^,1832983 
0,„3618600 0,^,2093005 



0,0000000 


0,0000000 


0,0000000 




0„,0025116 


0„,9638822-l 


0„,8893577- 


-1 


0„,1030165 


0^,0089407 


0,.,7990647- 


-1 


0,^,1049989 

1 


0,„9735896— 1 


0„,6071332- 


-1 



Durch Addition der Logarithmen und Auf- 
suchen der zugehörigen Zahlen erhält man 
die Zahlen für die 
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Tabelle ü. 
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1 


ab al 


as bb bl ' bs ^ 11 ' U 

1 


1 

2 
3 
4 
5 


5 


—1,2607 
—1,0941 
-1,0058 
-0,9202 
-0,7751 


—2,0400 
—1,5251 
—1,2677 
-1,0208 
—0,6296 


-2,3007 
—1,6192 
-1,2735 
-0,9410 
-0,4047 


1,589365 
1,197054 
1,011630 
0,84676ä 
0,600780 


! 
2,571828 2,900492 

1,668612 1,771567 

1,275052 1,280886 

0,939340 1 0,865908 

0,488003 0,313683 


4,161600 
2,325930 
1,607064 
1,042033 
0,396396 


4,693429 \ 
2,469442 \ 
1,614416 
0,960573 
0,254799 : 


—5,0559 


—6.4832 


—6,5391 


5,245597 


6,942835 7,132536 


9,538023 


9,992659 



Aus Tabelle II 



Aus dieser Tabelle entnehmen wir die 
Zahlen für das folgende 

Schema I. 



X 


y 




Summe 


5 
1 


—5,0559 
— 1,01118 

0„ ,0048286 

1 


—6,4832 
-i,8»«e4 

I 0^,1198194 


—6,5391 

-M0782 

0„,1165479 

7,132532 

6,612206 
0,8203464 


-6,0659 X 
0,1,7037986 


5,245597 

6,113426 

0,7086270 ! 

1 


6,942835 

6,665681 
0,8166179 


-6,48839 X 
0„^ 117894 


, 


9,533023 

8,406876 
0.9846088 


9,992658 

8,478864 
(n9288873 


j -6,5391 


1 

7,132536 1 9,992659 ' 


Eontrolle 



Die klein gedruckten Zahlen der zweiten 
und dritten Zeile von den darüber stehenden 
subtrahiert, geben die Zahlen für das 



log [bl . 1] 
log [hb.l] 



0,5878838—1 
0,1 244097 -1 

0,4634741 

,907195 



log \h3 . 1] = 

log lhh,r\ = 0,1244097 



0,7162789—1 j 



0,5918692 

8,907232 



Aus Schema I 



Schema II. 



y 



Summe 



0,133171 
1 



0,387154 
2,907195 

0,4634741 



0,520330 



0,520325 

8,907282 

0,6918692 



' 1,126647 

1,125582 
0,0518579 


1,513801 

1,612700 
0,1797680 


1,513995 


Eontrolle 
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in welchem als letzte Spalte die Sammen 

lbb.l-]^[bl.l] = 0,133171 + 0,387154 

= 0,520325 

[Z» / . 1] + [// . 1] = 0,387154 + 1,126647 

= 1,513801 

stehen, die mit den in der letzten Zeile 
stehenden Zahlen, welche durch Rechnung aus 
Schema I gefunden wurden, gut überein- 
stimmen. 

Aus dem Schema I und II erhält man nun 

[//. 2] =0,001115 
y = 2,907195 
X — 1,01118 y = — 1,29664 

und hieraus folgt 





X = 1,64305 
y = 2,9072 




und mit Bücksicht auf unsere Festsetzung 1 

ist also 1 

a- = log ^ = 1,64305 1 

y = q = 2,9072 

woraus sich 

p = 43,96 

q = 2,9072 
ergibt. 

Für den Durchschnittsfehler folgt 


i^ = 


t VJ-l- - ± V'£ 


.2] 
-2 


also 


pi — + 0,01928 





und der wahrscheinliche Fehler 

p = + 0,01399, 

welcher Fehler etwas kleiner ist uls der in 
Aufgabe 25 gefundene, der sich auf + 0,0215 
belief. 

Was die Fehler in x und p selbst betrifft, 

so ist 

„ + 0,01928 

^ VPy "~ V0,133171 

oder 

M = + 0,0528 

Um M^ zu berechnen haben wir vorerst 
P^ mittels der Gewichtsgleichung 

5 (?, — 5,0559 C>2 = 1 
— 5,0559 (?! + 5,245597 (?s = 
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zu berechnen, indem ans ihr 

5 . 5.245597 — (5,0559)« __ 

5,245597 ^'"" 

nnd 

P - 1 _ 26,227985^25,562125 _^,»^^o 
^'"" Ö7"" 5:245597 - 0,1269^ 



und daher 



M. = ^-^.^ = 4- 



0,01928 



VP^ -V 0,12693 
M^ = + 0,0541 

Und mithin sind die wahrscheinlichen Fehler 

p^ == + 0,0365 
P^ = + 0,0356 

Um den wahrscheinlichen Fehler der Kon- 
stanten p zu berechnen beachte man, dass 

p=:10'' 

also 

/> + Pp=10'^^-^* 

und daher 

Pp = 10' (10^^-1) = p (10^^— 1) 

folgt. 

Es ist aber, wie aus den Briggsschen Lo- 
garithmentafeln folgt 

jQ + 0,0806 = 1,09 
j^-. 0,0366 ^0,92 

so dass man hat 

10 + ®»^"'^ - 1 = 0,09 

10 - ^'^'•^ — 1 = 0,08 
und also 

Pp = t 43,96 X 0,09 

P^ = + 3,956 
P^ = 4- 0,03563 

Man hat daher die Formel für die in der 
Sekunde ausfliessende Sandmasse m durch 
eine Öffnung vom Radius p 

m = 43,96 p «»9072 

mit einem wahrscheinlichen Fehler 

-h 0,01399 
in den bestimmten Konstauten. 
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Aufgabe 28. Welches ist der wahrschein- 
liche Fehler in dem Werte m der vorher- 
gehenden Aufgabe, wenn die Formel 

m = 43,96 p2,907a 
angewendet wird? 



Auflösniig. Ist allgemein 

und sind in p und q Fehler, welche sehr 
klein sind, so wird, da 

log TO = log ;? + ^ log p 
=zx + y log p 

ist, durch Differentiation sich ergeben: 
dm 



m 



= dx -\- dy . log p 



Ist also ±^ P^, + Py ^^^ wahrscheinliche 
Fehler in x resp. y, so ist nach Formel 22 der 
wahrscheinliche Fehler P^ von m gegeben 
durch 



also 



m 

m 



= + \/p|+p;(iogp)^ 



p«=±'«Vp^-4:p«aogp)' 



Der Fehler wird also mit p dem Badios 
der AusflussGffnung wachsen. 

Nimmt man für p den Wert 0,1044 an, 
welches der mittlere Wert aus den ftlnf ge- 
gebenen Radien ist, so ergibt sich, wenn man 
auch für P, und Py die Werte einsetzt: 

P„, = + w V'(0^03649p"+ (Ö;Ö3563)». (0,9813)« 
= + 0,19 m 

also etwa 19% des Wertes m ist der wahr- 
scheinliche Fehler in der Bestimmung von m 
nach der Formel: 

m = 43,96 p«,9072 



Aufgabe 29. Welches ist der wahrschein- 
liche Fehler in m, wenn man die Formel Auflösung. Da die Formel 

m = 1,287 p*+ 40,351 p» m = ^p» + jBp» 

anwendet, die in Aufgabe 25 aufgestellt wurde ^ ' 

und wobei sich die wahrscheinlichen Fehler dm = p* dA + p^dB 

ergaben 

bei 1,237 als P^= +0,2237 



oder 



40,351 



n 



Po= + 1,47? 



• = + p'Vpi + P«, p» " 

also wächst der Fehler auch mit p. Setzt 
man wieder p = 0,1044, so wird 



P^ = + p9 V(0,2237)« 4- (i,47)* (0,1044)« 
= + P«. 0,27 
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und daher 

P,n ^ ^ 0,27 



"■^i " 1,237 + 40,351 X 0,1044 

= + 0,04977 

SO dass 

P^ = + 0,05 m 

wird, also kleiner als oben. Die letztere 
Formel ist daher besser als die vorangehende. 



2) Den Beobaehtnngen kommen verschiedene Oenanigkeiten zn. 

Frage 26. Man hat eine Reihe ver- 
mittelnder Beobachtungen von ungleicher Antwort* Es seien durch die vermitteln- 
Genauigkeit gegeben, ebenso wie die Ge- den Beobachtungen der Werte Z^, ^2 • • • 
Wichtszahlen, die den einzelnen Beobacht- L^ wieder die Grössen Z^, ^2 • • • K S^^^^' 
ungen zukommen, wie werden die ün- den worden und zwar seien denselben 
bekannten nach der Methode der kleinsten die Gewichte p^, p^, , . . p zugeordnet. 
Quadrate bestimmt ? Dj^ Fehlergleichungen haben wieder 

die Form: 

a^x -^ b^y-\- ^1-2;+ . . . +iit? = ?! 

. . . 

• • • 

. • * 

SO dass, wenn x, y, z . , . v die wahren 
Werte bedeuten, und 

s. = a.x + b.y + c.z + . . . + k.v — l. 

die begangenen Fehler sind. 

Wir haben im vorhergehenden Ab- 
schnitte 1) gesehen, dass Beobachtungen 
gleicher Genauigkeit ausgeglichen werden 
durch die Bedingung, dass die Summe 
der Fehlerquadrate zu einem Minimum 
gemacht wird. 

Nach Formel 18 verwandelt man aber 
jeden Fehler auf die Gewichtseinheit, 
wenn man ihn mit der Quadratwurzel 
aus dem Gewichte, das ihm zugehört, 
multipliziert. Es sind daher 

die auf die Gewichtseinheit reduzierten 
Fehler, also sind die Fehler 

Beobachtungen von gleicher Genauigkeit 
zuzuschreiben. 
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Wir können nun, wie im Abschnitte 1) 
verfahren, indem wir die Summen der 
Quadrate dieser Fehler zu einem Mini- 
mum machen. 

Es muss also 

[sBp] == einem Minimum 
werden. Daher muss 



8x " 8y 




Sr 


— \i 


sein, oder: 




• 




8s. , Se« 


-t- . • 


•+^»'-i> 


— 


Se, , 8 So 

• 

• 


+ .. 


•+Pn^,~ 


= 


8b. . 8eo 
PiH 8,-+P2e.-g^- 


+ .. 




— 



und wenn man die Werte für e^ einführt : 

+ Ä:2^ — '2)02 + . . . -fl?„(^^^ + ^2/+ • . . +*»«' — ü^i. = ö 

was in unserer Schreibweise 

[paa]ic + [pab]i/-+' . .. + [paÄ:]t; = [pa/] 

liefert. Analog lässt sich die zweite und 
jede folgende Gleichung umformen, so 
dass wir das folgende System von Gleich- 
ungen für X, //, z, . . . V erhalten : 

[paa]x+ [pab]y+ . . . +[pak]v = [paiy 
[pab]x + [pbb]y+ . . . '{-[pbJc]v = [pbl] 



[pak]x+-[pbk]y + .. , + [pkk]v=[pkl]^ 



. . . .(G) 



K 



Dieses System von Gleichungen ist ein 
dem System der Normalgleichungen I 
völlig gleiches, die weitere Behandlung 
ist ganz dieselbe, wie sie in Abschnitt ) 
gegeben wurde. 

Für die Aufstellung des Systems {(') 
sei folgendes bemerkt. 

Man bilde zuerst wie früher immer c e 
Tabelle II, in welche man die Produke 
«1 «n «1 ^1» öl ^1 . . . einträgt, füge ihr ab t 
noch eine Spalte, am besten zuletzt, au 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ansfiihrliche Prospekt und das ausführliche In- 

haltsyerzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten and gnt brochiert, am den sofortigen and dauern- 
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2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigangen 
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3). Aaf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 
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nis ist, wie hXLB dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung für 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält AUes, was sich flberhaapt aaf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln and Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aafgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen angelöster analoger Auf- 
gaben and vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorsüglichste Lehrbuch 
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Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 
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Preisgekrönt in Frankfnrt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliehes zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise Ton 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Oesamtgeblete der Mathematik, Physik, 
Xeehanik, math. Geographie, Astronomie, des üEasohinea- , Strassen-, Eisenbahn-, 
Brflekea- und Moehbaues, des konstrnkti? en Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollständig 
gelteter Form, mit rielen Figaren, Erklärungen nebst Angabe und Entwiekelnng der 
benutiten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, besw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapitehi 
angeordnet — yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwisseD- 
schaftlichen Unterricbtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und II. Ordn., gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Seh ullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitnngssehnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwissenschaftssohulen, 
Küitärschnlen, Torbereltnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii\|älirig- Frei- 
willige- und Offlziers-Examen etc. 

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese. Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktisehen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu rerwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und viellei^ 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in al 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft vei 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschm.^ 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktisch, 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe 
verbreitet — Wtlnsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der 
Dr. Kleyer, Frankfurt a.M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird de-*^- 
thunlichst berücksichtigt. 

Stattgart. Die Yerlagglr 
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In diese Spalte schreibt man die Ge- 
wichtszahlen der einzelnen Beobachtungen 
ein. Nun wird eine neue Tabelle IP 
aufgestellt und in diese werden dann die 
Produkte PiC^i^^, Pi^i^ii • • • einge- 
tragen, die man erhält, wenn maft die 
Zahlen einer jeden Zeile mit der in der- 
selben Zeile der letzten Spalte stehenden 
Gewichtszahl multipliziert. 

Das weitere Verfahren ist genau das- 
selbe wie bei den Aufgaben des Ab- 
schnittes 1). 

Da die Gewichtszahlen nur Verhältnis- 
zahlen sind; so kann man sie auf ganze 
Zahlen abrunden. Die Gleichungen (G) 
bleiben nämlich dieselben, wenn man alle 
Gewichtszahlen mit derselben Grösse mul- 
tipliziert. 

Anmerkang 28. Sind \y \ • > .h^ die Präcisionsmaasse, welche den Beobachtungen 
zukommen, so besteht nach Formel 11 die Gleichung 

lh'^p2' ... •■ r„ = h\ '.h\'. ... '.hl 
Führt mau also statt der p^ die h^^ ein, wobei etwa 

Pi = r Äf 
g^esetzt werden kann, so verwandeln sich die Gleichungen (G) in das System 

[h^aa] X + [h*ab'\ y + . . . + [h^ak] v = [A*ai] 



[Ä'aib] X 4- \hHk'\y + . . . + [Ä«ibifc] v = [/i*i/] 



(H) 



indem der Faktor r ausfällt. Nun kann man \h^ad\y [/i^a&] . . . schreiben \ha.ha\, 
[ha .hli] . . .., d. h. man erhält das System (H) aus den Fehlergleichungen 

Aj {a^x + ^y + . . . + k^v) = Ä,/i 
Ä« (fiiX + biij -^ . . . + k^v) = Äj/g 

KK^ + ^y + • • • + M = Kln^ 

oder es ist gerade so, als ob die erste Gleichung /^^-mal, die zweite /},-mal . . ., die 
n*^^ Gleichung Ä^-mal in den Fehlergleichungen auftreten würde. 

Sind also die Präcisionsmaasse bekannt, so hat man nur jede Fehlergleichung mit 
dem zugehörigen Präcisionsmaasse zu multiplizieren und die so erhaltenen Gleichungen 
zur Aufstellung der Normalgleichungen zu benutzen. Das weitere Verfahren ist genau 
dasselbe, wie im Abschnitte 1. 

Für den Durchschnittsfehler gilt hier die 

Formel 31: |x = +V/.[P_«_^l. 
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(zum Abschnitte a). 



Amfi^abe 30. Vom Standpunkte aus 
Figur 7 wurden fünf Punkte anvisiert und 
hiebei folgende 10 Werte för die Winkel ge- 
funden: 

2iA OB = 15° 37' 32,67" aus 24 Beobachtungen 
„äOC= 45° 20' 47,34" 
„ ^0Z? = 156^^23' 28,76" 
„ AOi;r= 268^44' 19,84" 
^BOC=z 29M3' 13,56" 
„ BOZ) = 140° 45' 57,13" 
„ 50^ = 253° 6' 45,03' 
„ COI>= 111° 2' 42,86' 
„ GOE = 223° 23' 30,94' 
„ JDO£'= 112° 20' 49,32' 

Welches sind die wahrscheinlichsten Werte 
der Winkelgrössen ? 
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Figur 7. 




Auflösung. Wir stellen, wie in Auf- 
gabe 21, die Fehlergleichungen auf, indem wir 
setzen: 

2iA0B= 15° 37' 31" + x 

2iÄ0C= 45» 20' 46" + y 
2iA OD = 166' 23' 27 + z 
25:^0^=268'» 44' 18 + t. 

Dann ergeben sich vor allem die 4 Fehler- 
gleichungen : 

= 1.67— j; 

= l,34~y 
= 1,76— z 
0=1,84 — « 
Ferner folgt 

2iB0C=zA0C'-'A0B 

= 29° 43' 15' + y—x 

durch Beobachtung = 29° 43' 13'56" 
daher = 1,44 4- y—x 



2tB0D = A0D—A0B 

= 140» 45' 56" + ^— a? 
durch Beobachtung = 140° 45' 57,13" 

0=— 1,13-f r — x 

2iB0£=:AOE-AOB 

= 253° 6' 47 4-« — ^ 
durch Beobachtung = 253» 6' 45,03 

= 1,97 + t—x 



2iG0D=zA0D-'A0G 

= 111° 2' 41 -f «— y 
durch Beobachtung = 111° 2' 42,86 

= -l,86 + z— y 



2iC0E=zA0E'-A0C 
= 223° 23' 32 + t 
durch Beobachtung = 223° 23' 30,94 

0=l,06 + «-y 



— y 



ZiDOE^AOE—AOD 
= 112° 20' 51 + i- 
durch Beobachtung = 112» 20' 49,32 



= 1,68 + ^—2 
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Man hat daher folgende Werte für die 
Winkel ausgedrückt durch die Verbesser- 
ungen X, y, z, t: 

2iÄ0B= 15^ 37' SV' + x 
AOC=: 45^ 20' 46" 4- y 
^Oi> =156» 23' 27" 4-» 
ÄOE= 268» 44' 18" + « 
BOC= 29» 43' 15" + y— ar 
BOD = 140* 45' 56" + z^x 
B0E=2bS^ 6' 47" + «— x 
COn=nV 2' 41" + «-.// 
COE^ 223» 23' 32" + « — y 

„ DOE= 112" 20' 51" + i— « 

Die Fehlergleichungen sind dann 

. r= 1,67 aus 24 Beobachtungen 



rt 
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— X 
X 



y . . = 1,34 

z . = 1,76 

t = 1,84 

— // . . =1,44 
. + r . =: 1,13 

. —t = 1,97 

-y +z . =1,86 

\j . — i = 1,06 

z —t =z 1,68 
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Die Gewichtszahlen, welche diesen Fehler- 
gleichungen zukommen, könnten wir direkt als 
die Anzahl der Beobachtungen annehmen, 
dann wäre das Gewicht einer einzelnen Beobach- 
tung die Einheit. TJm aber nicht mit grossen 
Zahlen überflüssigerweise zu rechnen, nehmen 
wir das Gewicht einer einzelnen Beobachtung 
gleich 4 an, da alle Zahlen durch 4 teilbar 
sind. Die so gekürzten Zahlen tragen wir 
in Tabelle II in die letzte Spalte ein. Wir 
erhalten dann die 

Tabelle I. 



M. 


a 

1 


b 

i 


c 


d 

1 


/ 
1,67 


s 


1 


2,67 


2 




1 






1,34 


2,34 


3 






l, 




1,76 


2,76 


4 








1 


1,84 


2,84 


5 


—1 


-1 






1,44 


1,44 


6 


-1 




1 




1,13 


1,13 


7 


1 






1 


1,97 


1.97 


8 




-1 


1 




1,86 


1,86 


9 




1 




—1 


1,06 


1,06 


10 






1 


—1 


1 1,68 


1,68 




2 


1 

2 

1 


4 


-2 

1 


15,75 


19,75 
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aus welcher die folgenden Normalgleich ungen 
sich ergeben : 

loa-— 2y— 6x— t=: 8,09 

— 2a- + 18y- 4^— 8(= 3,52 

— 6a7— 4y + 20z— 2< = 31,66 

— ir— 8«— 22 + 14^ = -- 8,29 

Für die Auflösung derselben verwenden wir 
wieder die uns geläufigen Schemata und er- 
halten der Reihe nach: 



Schema I. 



X 



y. 



t 



15 

i 



-2 
-0,1S88S 



-6 
-0,4 



— 1 
-0,0«677 



8,09 
0,&S«S4 



Summe 
14,09 

0,9S984 



-2X 



18 

+ 0,26666 



+ 0,8 



-«X 



20 

+ 2,4 



-8 

+ 0,18833 

-2 

+ 0,4 



3,52 

—1,07868 



31,66 

—3,23604 



7,52 

—1,87868 

39,66 

—6,63604 



-1 X 



14 

+ 0,06667 



—8,29 —5,29 

-0,58034 —0,93934 



8,09 X 



103,027 

4,8633 



138,011 

7,6993 



14,09 



7,52 



39,66 



—5,29 



138,007 Kontrolle 



Schema II. 



y 



t 



Summe 



17,73333 
1 



-4,8 



-0,27068 

0„43246— 1 



-8,1333 
- 0,4ft86d 

0^ 66149—1 



4,59868 
0,2Ii993 

0,41886—1 



9,39868 

0,53002 

0,72429-1 



-*,8 X 
0.68124 



17,6 
1.29927 

0.11370 



-2,4 

2,20167 

0^4273 



34,89604 

—1,24470 

0„,09609 



-8,13383 X 
0„ 91027 



'n 



13,93333 

3,73046 

0,67176 



—7,75066 

—2,10926 
0„,S2412 



45,29604 

—2,64410 



„,40563 



~ 4,35066 ; 

-4,81082 ' 
,68456 ; 



4,69868 X 
0,66263 



98,6637 

1,1926 

0,07648 



130,4117 

2,4374 

0,38692 



Aus I 



9,39868 



45,29604 I 4,35066 ' 130,40776 ' Kontrolle 
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log 4.8 =:0„ 68124 
log 17,73= 1,24878 

0^43246-1 


log 8,13 : 
Aui 


= 0„9 
1,2 

1 


1027 log 4,59 . . = 0,66263 log 9,39 . . = 
4878 1,24878 
6149—1 0,41385—1 

Schema III. 


= 0,97307 
1,24878 
0,72429-1 




z 


! i 

1 


1 

1 

It 

36,14083 

i 2,2172S 

0,84570 

1 


Summe , 




i u 


16,30073 

• 


-4,60157 
-0,282S6 

0- 46060—1 


47.83999 

0.46757 


# 


—4,60167 X 
0^,66290 


10,20288 

1,29870 
0,11869 


-5.64140 

—10,20200 
1^00869 


-0,04009 ' 
— 13,504S 

1^^18047 




86,14088 X 
1,65800 




[ 97,4711 

80,1800 
1,90870 


, 127,97053 

106,0660 

2,02657 1 




47,84041 


-0,03894 


127,9743 

• 


Eontrolle . 



log 4,60 . . == 0„ 66290 log 36,1 . . = 1,55800 log 47,8 . . = 1,67978 
log 16,3 . . . = 1,21221 1,21221 1,21221 



0„ 45069-1 



0,34579 



0,46757 



log 4,56 . . = 0,65931 
log 8,90 » . = 0,94955 



0,70976—1 



log 13,4 . . = 1,12930 ^ 
J>,94955^i 

0,17975 



Aus ni 



Schema IV. 




8,90418 
1 



4,6606 X 
0,65931 



13,46411 



4.56060 ' 

0,512&7 I 

0.70976—1 ' 



17,34110 

2,8392 
• 0^6007 



21,90553 



Summe 

13,46478 

Iy5l86 

0.17975 



21,90170 

6,9088 

0,8390« 



Kontrolle 
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Man erhält so endlich die Gleichungen 

i = 0,51257 
PZ. 4] = 15,0019 

Ans den Schematen IV bis I erhält man 
nun die reduzierten Gleichungen: 

t = 0,51 
z — 0,28 i = 2,22 
y — 0,27 z — 0,46 i = 0,26 
X — 0,13 i^ — 0,4 r — 0,067 i = 0,54, 
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aus denen eich der Beihe nach ergeben 

t = 0,51 
z = 2,36 

* y=M2 

flr=l,12 

Setzt man dieselben in die Gleichungen auf 
Seite 99, so erhält man folgende Werte als 
die wahrscheinlichsten Werte der Winkel: 

2iÄ0B=z W 37' 82,12'' 

„ AOC=z 45« 20' 47,12" 

„ AO/> = 156° 23' 29,36" 

„ ÄOE= 268« 44' 18,51" 

„ BOC=z 29» 43' 15,00" 

„ BOZ) = 140» 45' 57,24" 

„ BOE =263^ 6' 46,39" 

„ COD=nV 2' 42,24' 

„ COE=: 223*» 23' 31,89' 

^ DOE= 112" 20' 49,15" 

Der Durchschnittsfehler ergibt sich 



t" 



K=tVSfc^-±V 



15 
6 

also 

p.' «= + 1,58 



Nun haben wir als Gewichtseinheit das 
Gewicht angenommen, welches dem Mittel 
von 4 Beobachtungen zukommt, indem wir 
alle Gewichtszahlen durch 4 dividiert haben. 
Dann ist aber das Gewicht einer einfachen 

Beobachtung Po ~ J 

Um also den Durchschnittsfehler auf das 
Gewicht einer Beobachtung zu reduzieren, hat 

man ihn durch Wo ^u dividieren (vergl, 
Formel 9, in welcher M unser ^' bedeutet), so 
dass , 

also 

|jL = + 3,16 

wird, wobei als Gewichtseinheit nun das Ge- 
wicht einer einfachen Beobachtung gilt. 

Durch die Auflösung nach t ergibt sich 
das Gewicht von t aus Schema IV 

P, = 8,9 

und daher ist der Durchschnittsfehler M^ von t 
gegeben durch 

' v?r VW 

also 

M< = H- 1,06 
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Der wahrscheinliche Fehler ergibt sich 

P^ = M^. 0,6744 
= -h 0,91 

Die Rechnung wurde in ihrem Verlaufe auf 
5 Dezimalstellen geführt, da Logarithmen be- 
nützt wurden, erst am Ende der Bechnnng 
wurden bloss 2 Dezimalstellen beibehalten, weil 
die weiteren keine Gewähr der Genauigkeit 
mehr bieten können. 



ß) Ausgleichung von Beobachtungen bedingter Grössen. 

(Vergleiche die Anmerkung 21.) 

Frage 27. Wie werden die, an die 
beobachteten Grössen Xj , Jfg • • • ^t Antwort. Es seien mit Xi, X^ . . . 1^ 
anzubringenden Verbesserungen gefunden, die wahren Werte der Unbekannten be- 
wenn x^^ x^ , . . x^ die durch Beobach- zeichnet, so dass, wenn e^, Sg • • • ^^ di^ 
tung gefundenen Werte von Xj, X^. ,.Xj^ Verbesserungen der Beobachtungswerte 
sind, und zwischen den Werten der Un- ^v ^2 • • • ^^ sind 

bekannten stets die Gleichungen ^ _ , 

^ . ^1 = ^1 + ^1 

?i (Xi X2 . . . X^ - 



?9 (^1 ^2 . . . X) = 



Aj — ^» + Sj y /jx 



^y {X^ Xg . . . X^) = 



•••(^) X, = x,+ ^, 



ist. 

Aus den Gleichungen (1) folgt nun, dass 
in Strenge bestehen müssen? Hiebeisollen / 1 _ 

alle Beobachtungen gleich genau sein ?i (^1 + ^^ , c^g + ^2 > • • • ^^ + s^) = 
und V < i vorausgesetzt werden, da sonst « = 1, 2, ... v 

die Z,, X, ..X, bestimmt wären. Die ^^j^ ^„^^ ^^^^^^^ ^^^ ^^^ ^.^ 

Funktionen?) sollen stetig und differentiier- g^ . . . s, sehr kleine Grössen sind, so 

^^ ^^"*' kann man nach dem Taylorschen Satze 

(vergl. Erklärung 10) 

f. («1 -} El, a;^ + sg . . . a;, + e^) 

setzen. Die Glieder höherer Ordnung in 
den ©1, Eg . . . s^ kann man vernach- 
lässigen, und erhält also die Bedingungs- 
gleichungen zwischen den Verbesserungen 



Si, 52 • 


• ■ 


H 


Bf, 


-- 


8?, 


i = 1, 


2, 


. . . V 
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- „ «"Pi _ 



a 



1» 



= K 



8rro 



a 



2 



&2 . 



8Ti 



Setzt man 

= *ii 9i Kl ^2 • • • ^a) = — ^^S 



(3) 



89^ 

Sa?! 



= Wi, 



5?v 



= n, 



8Tv _ 



8ic. 



= W*» ?v (^11 ^2 • • • ^k) = — «'v 

so dass die Grössen a, ft . . . w, u? bekannt 
sind durch die Werte x^, x^ , . , .x^, die 

durch Beobachtung gefunden wurden, so 
erhält man folgendes System von linearen 
Gleichungen, welches an Stelle der Gleich- 
ungen (1) tritt: 

a^ Sj -j- aj S3 + . . . + a^^ e^ — m?i = 



^1 61 + WjSg + . . . + n^ ^ — «^v 







Erkl. 25. SoUen die Grössen e^, e, . . . 6^ die 
Funktion P (^x^ ^3 • • • ^J zu einem Minimum 
machen und gleichzeitig den v <^ ^• Bedingungen 

cp, (cj Bj . . . e^t) = 
?ä (^1 8, . . . ej = 



fb) 



'f. («1 ^8 . . . 8j = 



genügen, so muss das totale Differential von F 
dann Null sein, wenn die Änderungen auch den 
Gleichungen (b) genügen, d. h. es muss 



Nun müssen die e^, s, . . . e^ so be- 
schaffen sein, dass sie dem System (4) 
genügen, aber noch 

zu einem Minimum machen. Nach neben- 
stehender Erklärung genügt hiezu, dass 
die Funktion 

zu einem Minimum gemacht wird, was 
die Bedingungsgleichungen 









8e. 



+ 






de 







8fi^ 



= 



gibt, oder 






^2 (*lC'2+ ^2*2+ . . . + ftyn^) = 



3"e; 



a® 



064 



0® 






8« 



oe, 



rfBi.= 



^ — (^i«it+ *^2^i+ . . . + A:^ nj = 
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sein. Die ^e,, (1t^,.,dzj^ sind also nicht will- d. h. es ist 

kürlich, sondern müssen diesen v -f- 1 Glei- 
chungen genügen. Multipliziert man nun die 
2., 3., . . . (v + 1) Gleichung mit vorderhand «anz 
willkürlichen Grössen k^, k^y ... k^ und addiert 

sie, subtrahiert die Summe von der ersten, so 
erhält man eine Gleichung 



6j = i^ 0^+ ij ^1+ • • • + ^ ^1 
ßj = ii Oj-j- ig ^2+ . . . + A:v «2 



(5) 



(8F , Sv, 

\s t. ~*" äs. 



Ss. 









Sm 






rf c« 



aqp 



\8tj^ *ds^ 'dKjt VÖ8^/ * 

welche bei ganz willkürlichen Ä?i , k^ ,. . k^ die 

obigen (v -|- 1) Gleichungen (c) ersetzt. In die- 
ser letzten Gleichung können aber die r/sj, 
dt^..,ff9^ ganz willkürlich gewählt werden, 

diese kann also nur bestehen, wenn 







ist 

Dieses System von * O v) Gleichungen be- 
stimmt die Werte Si, c, . . . 8^ als Funktionen von 

/Erj,A'2 ...^y. Setzt man dann die so gefundenen 

Werte Sj, ^t . . . 6^ in die Gleichungen (b) ein, so 

erhält man v Gleichungen für die v Grössen 
^i,A:2...^y. Hat man diese berechnet, so erhält 

man schliesslich durch Einführen derselben in 
die berechneten Werte e^, sg . . . e^ diese ohne 

Vermittlung der Grössen ätj , ^g . . . ^y- 

Die Gleichungen (d) würden wir als Beding- 
ungsgleichungen des Minimums auch erhalten 
haben, wenn wir die Funktion 

F(8i e, ... 84) — *'i <)Pi — A-892 • • • — hVv 

als diejenige betrachtet hätten, deren Minimum 
zu suchen ist, wobei dann zwischen den Si, 
Sg . . . 6;^ keine Bedingungsgleichungen als be- 
stehend vorausgesetzt werden. 

Hieraus folgt der im Texte nebenan gebrauchte 
Satz. Natürlich gilt dasselbe für ein Maximum 
einer Funktion. Über die Natur des Funktions- 
wertes, ob er ein Maximum oder Minimum ist, 
entscheidet erst der zweite Differentialquotient. 



6^ = kj^ a^+ ÄTj Z^^-j" . . . + ^v w^ 

Setzt man nun diese Werte von e^, 
S2 . . . s^ in die Gleichungen (4) ein, so 

erhält man die Gleichungen: 

[a a] fci+ [a i] ä-j + • • + [« w] fcy = w^^ 

[ab]ki+[bb]]c2-\-.. + [bn]k^ = w^ 
: : : --W 

. . a 

[an] k^-\- [bn] k^ -1- . . + [nn] k^ = ir^, 

aus welchen sich die Grössen fc^, k^ k^ 

berechnen. Setzt man dann die so ge- 
fundenen Werte in (5) ein, so ergeben 
sich die gesuchten Verbesserungen. 

Nach Gauss nennt man die Grössen k^, 
fcg . . . iy Korrelaten und dem ent- 
sprechend heissen die Gleichungen (6) 
Korrelatengleichungen. 

Ihre Form ist genau die der Normal- 
gleichungen des Abschnittes (a) und alles 
dort Gesagte gilt auch von diesen. 

Auch die Auflösung geschieht nach 
demselben Vorgang wie dort. 

Zasatz. Es könnte geschehen, dass 
die Werte x^ + e^, cTj + «2 • • • ^t+s^i wie 
sie vermittelst der Gleichungen (5) gefunden 
wurden, die Bedingungsgleichungen (1) 
schlecht erfüllen. Dann waren o^i, Xj . . . x^ 

nicht gute Annäherungswerte. Man nimmt 
dann a?! + e^ = a?i', ojg + s, = x,' . . . 
a;^ + 8^ = x^* als ein System weiterer 

Annäherungswerte und verfahrt genau 
so wie früher, indem man in e^', Sg' . . . e^' 

ein System neuerer Verbesserungen sucht. 

Der Grund, warum gute Annäherungs- 
werte Xj^, x^. , . x^ angenommen werden 

müssen, wenn die e^, Sg . . . e^^ hinreichend 

gut bestimmt werden sollen, liegt darin, 
dass man die höheren Potenzen von Sj, 
62 ... s^ vernachlässigt, dass also diese 

Grössen sehr klein vorausgesetzt werden. 
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Frage 28. Wie geschieht die Aus- 
gleichung bedingter Grössen, wenn die Antwort Es mögen den Grössen x^, 
Beobachtungen der einzelnen Grössen un- a;, . . . a;^, die durch Beobachtung ge- 
gleich genau sind? funden sind, die Gewichte p^, pg • • • i^t 

zukommen. Sind dann e^, e, . . . e^^ die 
an die oji, a>2 • • • ^* anzubringenden Ver- 
besserungen, so fordert die Theorie der 
Ausgleichsrechnung, dass 

Ö = [pse] 

ein Minimum wird (vergl. Frage 26). 

Nun bestehen zwischen den zu suchen- 
den Grössen Bedingungsgleichungen, die 
wir gleich auf die lineare Form (Glei- 
chung (4)) uns gebracht denken, wie es 
in der vorhergehenden Antwort der 
Frage 27 auseinandergesetzt wurde. 

Es seien: 

«1 ^1 + «2 ^a + • • + ö» s^ — «'i = 

h^i + hh+ ' ' • -\'K^i — ^2 = ^j^ 

Mj Si + ng Sj + . . . + n^ e^ — w^ = 

diese Bedingungsgleichung. 
Nach der Erklärung 25 hat man also 

fl' = [pss] — 2 Äj (a^ Sj + a, s, + . . . + ajt s^ — Wj) 

— 2 fc, (6i Sj + 6g Sg + . . . + 6^ e^ — w^) 

zu einem Minimum zu machen. 
Es muss daher 

1^ = ^?: = o...^ = o 

sein, oder es ist: 
Pi Si — (fci ai + feg 6i + . . . ' +K Wi) = 
Pg ßg — (fei a, -}- ig 6g -f . . . . + fev Ws) = 

d. h. man hat 

Pl 



^X 




"1 

Pl 


h 
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"1 

Px 
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s« 




a« 


k, 
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/Ca 
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• 




jf>8 






Pi 
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'''l. 






h 






s* 
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+ 


Pl, 


h 


+ 



■f 'l'- Ä 



p; "^ .... (8) 
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Setzt man diese Werte für s^, Sg - . - s^ 

in die Gleichungen (7) ein, so erhält man 
für die Korrelaten k^^ h^ . . . A^v das 

folgende System von v Korrelatengleich- 
ungen : 

[>] *. + [y] *. + •■■ + Cy] *. = ". 

[f]''+[>]*^ + - • + [>]'■'=«'• (9) 

Die Auflösung dieser Gleichungen ist 
durch den Vorgang des Abschnittes (a) 
gegeben. 



Frage 29. Wie berechnet man den 
Durchschnittsfehler bedingter Beobach- Antwort. Wir hätten die Aufgabe, be- 
tungen? dingte Grössen auszugleichen, auch so 

lösen können. Von den Verbesserungen Si, 
Sg . . . e^ drücken wir z. B. v der letzten 
mit Hilfe der v Bedingungsgleichungen (4) 
aus. Indem wir etwa 



«2 = y 



*»-.v = ^ 



(10) 



N 



setzen , erhalten wir aus den Gleich- 
ungen (4) die V weiteren Gleichungen 

e*_v+, = A aJ + -Bi y + . . . + ^1 « + Li 

• • • . • 

• • . • • 

Das System der Gleichungen (10) und 
(lOO bildet nun ein System von Fehler- 
gleichungen, wie wir es im Abschnitte (a) 
vor uns hatten und die Bedingung [ee] = 
einem Minimum führt auf die Gaussischen 
Normalgleichungen, da jetzt keine Be- 
dingungen zwischen den a?, // . . . t? statt- 
finden. 

Das Resultat für die e^, e^ • • • s* ist 
schliesslich hier dasselbe, wie wir es mit 
Hilfe der Korrelaten erhalten haben. Der 



Ausgleichung Ton Beobachtungen bedingter Grössen. 109 

Zweck der vorstehenden Auseinandersetz- 
ung ist nur der, den mittleren Fehler nach 
der Formel 29 berechnen zu können. 

Da wir k — v unbekannte imd k Fehler- 
gleichungen haben, so wird nach Formel 29 
sich die 



Formel 32 



: ^ = .V^^ 



ergeben. Sind die Beobachtungen ungleich 
genau, so folgt ganz analog aus Formel 30 die 



Formel 33 



: ^ = ^\/lnA 



Macht man von den Gleichungen (5) 
Gebrauch, indem man sie der Reihe nach 
mit Sj, Sg . . . Sjt multipliziert und dann 

addiert, so erhält man 

[es] = fei [as] + ig [&s] +...-(- fey [ns] 

und daher zufolge der Gleichungen (4) 
[se] = Ä?! M^i -f- Ä:2 ^2 + • • • ~h ^v <^v • • • (11)' 
so dass man die 

Formel 34: j. = + V^"^ 

erhält, welche zur Kontrolle dienen kann. 

Aus den Gleichungen (8) und (7) er- 
hält man auf dieselbe Art: 

[pse] = k^ [as] + i, [be] + . . . + fey [we] 

= fei W?! -j- &2 M?2 + -|- ^ ^V 

also wieder 

^ V 

Anmerkung 29. Die Kontrolle der Rechnung wird in analoger Weise geführt wie 
bei der Aufstellung und Auflösung der Gaussischen Kormalgleichungen. Nur muss man 
beachten , dass hei der Aufstellung der Korrelatengleichnngen aus den Bedingungsgleich- 
ungen (4) man 

fl'l + ^i + . . . + Wi = «l 
Oj + ^2 "t" . . • + Wg = jf2 

u. s. w. setzen muss, und dass man dann die Kontrollgleichungen 

[aa] -f [ab] + . . . + [an] = [as] 
lab] + [bb] + .,.-\-[bn] = [b82 

u. s. w. hat, dass also die rechten Seiten der Korrelatengleichungen nicht in die Summe 
eintreten, wie bei den Normalgleichungen und deren Kontrollgleichungen. Will mau von 



(12) 
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nun ab, sobald nämlich die Korrelatengleichungen aufgestellt sind, auch die rechten Seiteo 
derselben in die Eontrollgleichungen einbeziehen, was notwendig ist, so muss man die Summe 

lau] -f- [ab] + . . . -h [an] + u?* = [as] + tc^ 
[ab] -{- [bb] '\- . .. + [bn] + u;^ = [bs] 4- «;, 

u. s. w. bilden und dann genau so wie bei der Auflösung der Normalgleichungen verfahren. 



Frage 80. Wie berechnet man den 
Durchschnittsfehler der Funktion 

^_ ^w,. y ^. Antwort. Setzt man die Werte a;^ -f ^ 

— i.^ 11 - 2 • • • J» in die Funktion ein und bezeichnet 

wenn man die X. = x. + s^ setzt, wo- ^ ^ 'f f 

bei e. die wahrscheinlichsten Verbesser- V n 2 • • • t^ 

ungen der bedingten Grössen X^, -X^^ . . . so wird nach dem Taylorschen Satze 
X^ sind, wie sie eben berechnet wurden? (Erklärung 10) 

irr n I 8jF 8F , , SF , 

Setzt man: 
— -f -^-f ^-^-f (13) 

und vernachlässigt höhere Potenzen der s,, 
so übergeht die Gleichung in 

Es kommt darauf an, die e^, Sg . . . s^ 
durch bekannte Grössen zu ersetzen. 

Nun waren unsere Gleichungen (5): 

6^ = fci «1 + ^*2 ^1 + • • • + K ^1 

.... (5) 

multipliziert man sie der Reihe nach mit 
fii U ' • ' fv so wird 

/in -f Asj + . . . -f fj,^, 

= C«/"]*! + [bflh + . . . + [n/l&v • . . . (15) 

Setzt man in den Korrelatengleich- 
ungen (6) 



gg = ÄTi ag + t, 6j -|- . . . + K ^2 



[aa] ÄTi 4- [ab] k^ + , . . + [an] k^ = w^ 

[ab] k^ + [hb] i, -|- . . . -f [bn] k^ =- tv^ 

• • . • 

lan]ki + [6«] ig + . . . f [w«] k^ = u\ 



(6) 
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an Stelle der to^^, w^, u\ die Grössen [a/*], 
[bf] ... [nf]y wobei die k^, k^ . . . k^ 
übergehen sollen in TSTj, jBTg . . . Ä^, so 
erhält man die Gleichungen: 

[aa] K^ + [a6] iTg 4- . . . + iari] K^ = [aß 

■ 

La»] K, + [i„] if, + . . . -f [„„] K^ = Infi 

Multipliziert man diese der Reihe nach 
mit k^, ig . . . k^ und addiert sie, so er- 
gibt sich 

= ([oa] fci + [a*3 ig + . . . + [««] h) ^1 
+ ([«*] *i + [ti] i, 4- . . . + [6«] *v) ^» 

• • • • * 

• « • * . 

• • . ■ • 

+ ([an] i'i + \bn\ ä:^ + . . . + [w w] ij Ä'^ 

was mit Rücksicht auf die Gleichungen (6) 
liefert : 

\af\k, + \bf-\k,^- . . . +\_nnK = 

= if;^ /iTi -4- 1^2 -8^2 + . . . + *^v ^vi 
also ist zufolge (15) 

tiH+UH+ ' ' ' -^ fk^k = .-. 

und daher ergibt sich aus (14) 

F =: F^ + w^K^'\-w^K^+ ...+v}^K^. . . . (18) 

Hiemit ist F durch bekannte Grössen 
ausgedrückt. Um nun den Durchschnitts- 
fehler in F zu berechnen , der sich aus 
dem mittleren Fehler M ergibt, welcher in 
die a?!, a?2 • • • ^* eingeht, rekurrieren wir 
auf die Formel 25 

und da [i stets dieselbe Grösse bleibt, wird 



Nun ist aus (18) 
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und zufolge (13) und (3) ist 






— / 1 (•^1 '^i • • «^i) — /i 



also 

8F 

Sx^ 

8F 
8x^ 

m 

8F 
8x' 



>^ = — ^ = — a, u. s. w, 
8xj^ Sa?! * 



= fi — üi K^ — Äi ^2 • • • — ^1 -^v 
= 12 — O2 K^ — ©2 -^2 • • • — Wj Ay 



= fj^— Uj^K^ — bj^K^ ... — n^K, 



im'h 



woraus 

[ff] - 2 {[af\K,+ [bf] K,+ ... + [nf] K,) 

+ {[aa] K,+ [a b]K,+ ... + [an] K,) K, 
+ {[ab] K,+ [bb] K,+ ... + [bn]K,) K, 



Formel 35: 



+ {[an] K^+ [bn] K^+ . . . + [nn]K,)K, 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (16) 
[(If )'] =-{ff]- {.aß K,- [bf\K,...- [nf] K^ 

folgt Wir haben also folgende 

wobei die Gleichungen stattfinden 



SF 






8a;i ■" ^» 8a;j ~ '*•■• Sa;, 



[ao] ^,+ [a^] X,+ . • • + [an] Z^ = [af] 
[ab] K^+ [bb] K^+ . . . + [bn] K^ = [J/"] 

[an] K^+ [bn\ K^^ . ^ ^ + [nn\K, = [ ], 

welch' letztere genau so wie die Norr 1- 
gleichungen gelöst werden. 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. H. 1881. 



Der ansfUhrliche Prospekt und das ansführliche In- 

haltsyerzeichnis der „vollständig gelosten Aufgabensammlung 
7on Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aafgeschnitten and gat brochiert, am den sofortigen and dauern- 
den Gebrauch za gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigangen 
and Erklärangen am Schiasse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte za dem Abonnementspreise ?on 25Pfg. pro Heft 

5). Die Beihenlblge der Hefte im nachstehenden, karz angedeateten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aus dem Prospekt ersichtUoh, ohne jede Bedeutung fttr 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält AUes, was sich überhaupt aaf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln and Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch ffir Schüler aUer Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorsüglichste Lehrbuch 
sum Selbststudium, das vortrefllichste Nachschlagebuch für Fachleute uni 
Techniker jeder Art 

8). AUe Buchhandlungen nehmen BesteUungen entgegen. 



Das vollstlndige 

Inhaltsyerzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer in Stattgart. 
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Pieis I Ausgleichsrechnung 

des Heftes | nach der Methode der kleinsten 
«It We^ ■ Quadrate. 

** 'MrTm Ik Forts. V. Heft 903. — Seite 113—128. 




Voilst9iiid|g igälöste 

Aufgaben - Sammlung 

— nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht - 

mit 

Angabe nnd EntflcUimg der benititeD Sfttze, Formeln, Regeln, In Fragen ond intiorten 

erläutert durch 

viele Holzsclinitte & lithograpL Tafeln, 

am allen Zweigen 

der Reohenkonst) der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. sph&nvchen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. hlRieren Mathematik (höhere AnalysiSi 
Differential- n. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik, Mechanik, Graphostatlk, Chemie, Geodlsie, Nautik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brileken- u. Hochoau's) der Konstmktionsleliren als: darstelL Geometrie, Polar- u. 

Parallel-PerspektiTe, Sehattenkonstmktionen etc. etc. 

für 

Schüler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Milit&rs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium, zur VorthfiUle bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

Dr« Adolph HLleyer^ 

MAtfaemAUker, vereideter kOnigl. preaM. Feldmeiaer, rereideter groMh. hessischer Oeometor I. Klasse 

in Frankfurt a. M. 

unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 

Aas^gpleichisrechnnngp 

-"oh der Methode der kleinsten Quadrate. 

wu System Kleyer bearbeitet von Dr. K. J. Bobek. 

Fortsetzung v. Heft 903. — Seite 113—128. 

Inhalt: 

«wn Beobachtangon bedingter Orösaen. — Gelöste Aufgaben. — Ansgleichong vermittelnder 
Beobaohtangen bedingter Grössen. — Gelöste Anfgaben. 



Stuttgart 1891. 
Verlag von Julius Maier. 
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Preisgekrönt in Frankiort a. M. 1681. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in S~4 
Heften zn dem blUigr^n Preise von 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik , Physik, 
Mechanik 9 math» Geographie, Astronomie, des Maschiaen-, Strassen-, Elsenbahn-, 
BrQcken- nnd Hochbanes, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollstftndi^ 
gelöster Form, mit vielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwiekelnnir ^^ 
benutxten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verst&ndlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen nnd alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — ?orliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben , welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutit 
werden können. Die Lösungen hierzu werden sp&ter in besonderen Heften fOr die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eiues jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Lihaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erl&uternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realsohnlen I. und U. Ordn., srl^ieh- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pr»- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschnlen, Handelsschulen, techn. Yorbereltungsschulen aller Arten, gewerbUdie 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsscholea, 
Militärschulen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eli^ähriir- Frei- 
willige- nnd Offiiiers-Ezamen etc. 

Die SchtQer, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt fUr Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prttfüngen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die ttberaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Statze fOr den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgraben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
abrigt, werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zn lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen i" 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vieueicni 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUen ™ 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forst „. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktif 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit A^"' 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nii 
Dr. Kleyer, Frankfurt a.M., Fiscberfeldstrasse 16, entgegen, und w^' 
th unliebst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerliü» 
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Gelöste Aufgaben, 

(zum Abschnitte ß). 

Aufgabe 31. Bei einer Triangulierung^ 
wurden alle drei Winke] eines Dreieckes il^C Aufltfsang. Sind t^, c,, s, die Yerbesser- 
mit gleicher Genauigkeit gemessen, und zwar ungen, welche an Ä, B, anzubringen sind, 
fand man so muss, wenn E der sphärische Exzess ist 

<^ ^ = 46« 17' 38,32" (vergl. die Erklärungen 26) 

^ B = 73» 35' 16,15" ^ + «1 + B + f , + C + «, = 180 + i? 

^ C = 60* 7' 5,16" sein oder, da 

Die Seite AB hat die Länge von 34876,67 ^ + 5 + C = 179» 59' 59,63" 

Meter. Welches sind die wahrscheinlichsten ist, so folgt 

Werte der drei Winkel? , , ^q-,, * gp 

«1 + 8« + «8 = 0,37" + E 

als die zu erfüllende Bedingungsgleichung. 

Erkl. 26. Da das Dreieck auf der Erde . ,^ir haben vorerst E zu berechnen. Es 
gemessen ein sphärisches ist, so ist die Summe ^s* C^orgl. die nebenstehende Erklärung 27) 
der drei Winkel nicht gleich 180«, sondern es p 

besteht die Relation, dass die Summe der drei E = — j- 206265 

Winkel gleich 180 -f E ist, wobei E den sphä- 

rischen Excess des Dreieckes bedeutet. (Vergl. wobei die Fläche F des Dreieckes so be- 
Laska, Lehrbuch der sphärischen Trigonometrie.) rechnet werden kann, als wäre es eben, dar 

sehr gross ist (vergl. den Schluss der Erkl. 27). 

Es ist also: 

ErkL 27. Sind Ä, B, C die Winkel, a,b,c 1 . . 

die Seiten eines sphärischen Dreieckes , so ist P ^ ^ AB , BC , sin B 

der Excess gegeben durch die Formel: ^ , 

tg' j£=tg2«tg J-(s-a)tgi(Ä-J)tgJ (5-c) ^^ = ^^8irö'"^ 

25 = a-|-i>4-c so folgt __ 

(Vergl. Gent, Grunerts Archiv Bd. 20 pag. 858.) P = ^ ABT^iaA^^srnB^ 

Ist der Radius ider Kugel r sehr gross im ^jj^} daher 

Verhältnis zu den Seitenlängen a, h, c und sind i iöt - a - -d 

a, J, r die Läncen der Seiten in Teilen des E = A -^^ . sin ^ . sm i/ 206265 

Radius, während E in Sekunden angenommen 2 r* sin G 

wird E", so kann man: tv n , - , . 

Die Berechnung folgt nun so: 

*^ 2"" 2r *^ 2 (^"■'^^ "^ 2r~ 2 log AB = 9,08506 

1 5_^ l s_c log sin ^ = 9,85907-10 

tg 2 5- ^ = g— tg 2 (5— c) = 2r log sin B == 9,98193-10 



tg 1^= vE"sinl" 



log 206265 = 5,31442 



44 ^ 14,24048 

setzen (vergl. Seite 36 Anmerkung 17, Regel II), log 2 = 0,30103 

so dass 2 log r = 13,60783 

TT'' — 1 ^ / -r ^ . M / - N - ^^S ^^° ^ = 9,93805-10 

^ T^F' \/* (*""") (^—*) (^"*^) 



_^ . log J5? = 0,39357 

^' sin 1" E = 2,475 



13,84691 



bl^et" dLt Sen J? V'cTni'''(Ve%" ''"'*'" *'""** Bedingungsgleichung ist also 
Kleyer, Lehrbuch der Trigonometrie.) g^ _^ ^^ _^ ^^ .- 2 845" 

Bob«k, Autgleichirechnang. 3 
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Die Länge des Erdhalbmesser kann mit 

r = 6366739 Meter 

angenommen werden, so dass 

log r = 6,8039170 
ist. 



mithin ist 



fl^ = (7, = öj = 1. 



oder 



Alle übrigen Coefficienten sind Null. Die 
Korrelatengleichung wird also sein: 

Sk^= 2,845 

Ä-i = 0,948 
Die Fehlergleichungen (4) werden sein: 

f j = l'^ = 0,948 
«, = /', = 0,948 
f g = *, « 0,948 

so dass die wahrscheinlichsten Werte der drei 
Winkel sind: 

2i;^ = 46* 17' 39,268" 
2j: B = 73» 35' 17,098" 
^ C = 60» 7' 6,108" 

Für den mittleren Fehler folgt: 

k^ u\ = 0,948 . 2,845 = 2,696 



und 



ji = + V2^696 = + 1,64 

Anderseits hat man 

jx == + V[«Ö' = ± V3T(ö;948)» 
= + 0,948 V3 
= + 1,64 



\ 



Aufgabe 32, Von den drei Punkten u4, 
Bf G (Figur 8) wurde der Punkt Z>, der un- 
zugänglich war, durch Messung der Winkel a^, 
efj, üfj, cf^ bestimmt. Und zwar fand man: 



«1 





41« 


19' 


«3 


s= 


62« 


56' 


«8 


zsz 


117» 


38' 


«4 


— 


36» 23' 



Die Punkte A^ B, G waren durch ihre 
Koordinaten in Bezug auf ein festes Koordi- 
natensystem gegeben, und zwar 



Anflösnng. Da die drei Punkte A, B, C 
gegeben sind, so ist der Winkel ABG be- 
kannt und daher müssen die Verbesserungen, 
welche an cc^ und a^ angebracht werden, einer 
Bedingung unterworfen sein. Eine zweite 
Bedingung folgt daraus, dass die Seite l aus 
dem Dreieck AB D und B G D berechnet 
denselben Wert ergeben muss. Um den 
Winkel ABG zu berechnen, ist es nötig, die 
Eichtung der a:-Achse zu kennen. Es ist BN 
eine zur positiven Bichtung der o;- Achse ge- 
zogene parallele Gerade, so dass also 



für A 



y, = 23688,60 a-i = 38489,73 
yg = 24408,05 ' Xj = 37949,06 
t/a = 24767,10 x, = 37673,59 



Man verlangt die wahrscheinlichsten Werte 
der Koordinaten des Punktes B. 



tang NBA =:^«-^* 

tang ISIBG ^ ^^ 
sich ergibt. Oder es ist 



a*3— ^2 



tang NBAz= 
tang NBC = 



719,45 
540,67 

359,0 5 
275,47 



tangZ^ 
tangZ^ 



Gelöste Aufgaben. 



115 



also da 

log 719,45 = 2,85700 
log 540,67 = 2,73294 



Figur 8. 



log 359,05 = 2,55515 
log 275,47 = 2,44007 

log tang iV5C= 0^,11508 



N 




N-^ 



log tang NBA = 0,12406 

ist, so ergibt sich 

2iNBA=: 53« 4,47'= Z^ 
2iNBC=: 127» 29,77' = Z^, 

2iÄBC^ 180° 34,24' 

In der Figur sind die Winkel Z^ und Z^ 
durch Kreisbögen angedeutet. 

Sind nun t^, 8., &,, e^ die an die Winkel 
anzubringenden Verbesserungen, so muss 

«s + «2 + «s + «8 = 180° 34,24' 
sein. Und da nach den gegebenen Werten: 

a, + a, = 180'* 34' 

ist, so ergibt sich als erste Bedingnngsgleichung 

f, + «3 = + 0,24' (1) 

Die zweite Bedingungsgleicbung schreibt 
sich allgemein so, wenn AB = a, BC = b 
gesetzt wird, da 

a sin (ofj + f j) 






sin (18Ö— ofj — of, — «1 — «a) 

b sin (cf4 4- «4) 
sin (180— «3 — «4 — «8 — f*) 



msABD 
emsBCV 



folgt 

a sin (oft + f t) Bi n (^s "L^4_+J_s +_0 ._. 1 
b sin («4 -f sj sin (ofj + a^ 4- f j + f») """ 

Diese Bedingungsgleichung transformieren 
wir in der Art, dass wir zuerst logarithmieren 
und dann die Logarithmen entwickeln 



= 



a 



log -r + log sin (oft + fii) — log sin (a^ + f J 

+ log sin (of3 -f «4 + «3 + f 4) — log »in («1 + a« + f i + f ,) 
Nach Anmerkung 20 Seite 87 ist 

/\, log sin a' = log sin («' 4- A «0 — log si^^ ''^' 
= log « . sin 1' . A «'• ctg a' 

WO der Winkel in Minuten gegeben ist. 
Setzt man also 

log e . sin 1' = 0,000126 =r M 
so wird 

log sin (a 4- A ") = log sin of 4- AI ctg a . A <* 
und die Bedingungsgleichung nimmt die Form 



an: 



a 



= log -- 4- log sin Oft 4- f t M ctg of, 

— log sin or4 — «4 M ctg a^ 

4- log sin (of, -f «4) 4- (fs 4- «4) 3/ ctg (ofg 4- of4) 

— log sin (oft 4- cff) — («t + «2) ^^ ctg (ofj 4- ofj) 
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oder wenn man 




p ___ a sin Oft sin («, -f «4) 

b sin «4 sin (ofi 4- a*) 
setzt 

= ^j log F + «1 (ctg Oft — ctg (flfj + aj) 

— «t ctg (a, + cf,) 
-f- «8 ctg (a, + a*) 
+ U (ctg (Ofj + «4) — ctg ff,) 

wobei die s in Minuten gerechnet sind, wie 
in der Gleichung (l) 

Nun berechnet sich 

a = V(^i-^2)* r iyt-^2y = 899,98 

b = V(^8-^)'"+lyr-^2?"= 452.55 

also 

log a =r 2,95423 

log h = 2,65566 

Daher folgt für log F: 

log a = 2,95423 
log sin «t = 9,81969—10 
log sin («8 + aj = 9,64158—10 



2,41550 



log h = 2,65566 
log sin «4 = 9,77319—10 
log sin («1 + «2) = 9,98643—10 



2,4152g 

log F = 0,00022 
Da ferner 

ctg «1 = 1,14 

ctg (cfj + «*) = — 2,05 

ctg «4 = 1,36 

cotg (ofi + «a) = — 0,25 

ist, so ergibt sich die Bedingungsgleichuug 

= -^^326 ^ '' ^^'^^ "^ ^'^^^ "^ '» • ^»25 -^,.2,05 

+ €4(— 2,05 — 1,36) 

oder da 

22 _ 

i2;6' - ^'^^ 

ist, so werden die beiden Bedingungsgleich- 
ungen 

«2 + C3 = 0,24 (l) 

1,39 f, + 0,25 f,--2,05 f 3 — 3,41 €4 = — 1,75 
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also ergibt sich die 






Tabelle I. 




JVI. 
1 


a \ 

_ 1 


b 


1 
1 ' 





1.39 


2 


1 


0,25 


' 3 


1 


-2,05 


4 





-3,41 . 

1 



und die zugehörigen Fehlergleichungen mit 
Hilfe der Korrelaten W sind 



f j = 1,39 Äj 

f 2 = Äj 4- 0,25 Ä2 

f ^ = Ä, - 2,05 *2 

f 4 = — 3,41 Äa 



(2) 



Aus der Tabelle I ergeben sich die Coef- 
ficienten der Korrelatengleichungen: 

Tabelle n. 



M. 


aa 


ab 


' bb 

1 


1 , 








1,93 


2 ' 


1 


0,25 


0,06 


3 


1 


-2,05 


4,20 


^ ; 








11,63 



1 2 -1,80 17,82 I 

I ! ' ' I 

so dass die Korrelatengleichungen sind: 

2*1— 1,80 A?8= 0,24 
—1,80 *, + 17,82 Ä2 = — 1,75 

Zur Auflösung entwerfen wir wieder das 

Schema I. 



K 

2 
1 



-1,80 X 



—1,80 

-0,90 

17,82 

1,62 



0,24 

o,u 



1,75 

•0.22 



aus dem in bekannter Weise die Gleichung 

16,20 Ä-4 = - 1,53 

Ä- — — ^'^^ = —0 094 
^* - 16,20 ^'"^^ 



also 
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folgt und da gleichzeitig aus Schema I die 
Gleichung 

Ä\ — 0,9 Äj = 0,12 

sich ergibt, so berechnet sich 

Äi=r —0,9.0,094 + 0,12 
= 0,035. 

Aus den Fehlergleichungen (2) folgt dann 

die Quadrate: 
«, = — 0,13' 0,0169 

fj= -hO.Ol' 0,0001 

«3= 4-0,23' 0,0529 

f ^ = -h 0,32' 0,1024 

0,1723 

so dass die wahrscheinlichsten Werte der 
Winkel sind: 

a, = 41* 18,87' 

a, == 62« 56,01' 
«8 = 117° 38,23' 
«4 = 360 23,32' 

Für den Durchschnittsfehler ergibt sich: 

ki tc?j + Ä» u;« = 0,1729 

während [e »] = 0,1723 folgt, was hinreichend 
gut stimmt, also nach Formel 34 



, = + V^ö-mi ^ ^ , 
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Aus den Dreiecken ÄBD unä BDC folgen 
nun die schon früher benutzten Gleichungen 

. ^ a sin flfj 

* *~ sin («1 + ag) 

^ sin of4 

' ~" sin (ofj + ofj 
also für l^: 

log a = 2,95423 

log sin a^ r= 9,81 968—10 

12,77391—10 j __ 
log sin («1 + «a) = 9.986 44-10» 

log /, = 2,78747 
und für 7,: 

log b = 2,65566 

log sin «4 = 9,77325—10 

12,42891-10 i _ 
log sin («8 + «4) = 9,6414 4-30» 

log U = 2,78747 
also ist 

/, = /j = 613,02 m 

Sind x^y^ die Koordinaten des Punktes D. 

so folgt 

x^^x^ = / cos DBN 

y^ — y^= 1 sin DBN 
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wobei 

^DBN=z NBC — a^ 
. ^ = 127^ 29,77' — (117° 38,23') 

= 9« 51,54' 

sich ergibt. Es ist nun : 

log / = 2,78747 
log cos DBN=z 9,99356—10 

log (x^—x^) = 2,78103 
a?4— ar3= 603,99 

log l = 2,78747 
log sin I>5iV = 9,23354—10 

2,02101 
, . 2/4-^1= 104,96 

also ist: 

x^= X2-\- 603,99 = 40653,05 m 
y* — yi + 104,96 = 24513,01 

wodurch die wahrscheinlichsten Werte der 
Koordinaten des Punktes D bestimmt sind. 



Aufgabe 33. Man bestimme den wahr- 
scheinlichen Fehler in den Werten von x\ Auf lösung. Wir benützen hiezu die Formel, 
und y^ der vorhergehenden Aufgabe 30. indem wir einmal F durch x^, das anderemal 

durch y^ ersetzen, so wird, vorerst für ar^, da 
^DBN^Zc—oi, ist: 

X4 = a?j + /j cos (Z^ — ofg) 

, sin cf, ,^ . 

Daher ist: 

^^^4 _ /■ /, ^^^ a^.cos (Z^ — aj) ■ sin or, . ctg (a,+ or,) cos (Z.,^ cf,) 

^"1 sin (a, 4- «,) sin K + aj) 

Äar^ __ . _ sin «1 ctg (a,+ a^) cos (Z^— flfg) 

°"9 sin (of, -f ffj) 

ÄJ?4 /• , sin of^ . .„ . 

^^ — f =0 

oder auch mit Bücksicht auf die stattfindenden 
Relationen : 

Nebenrechnung: z , ., ^ . r , w r^ii^^r. 

^ /i= (^-^4— ^8){ctgcf, — ctg(aifflf2))=s 840,39 

log (JP4~ x^ = 2,78103 A = - (-^4 — «2) ctg (of, -f «,) = — 153,37 

log(ctgai-ctg(a^+a2)) = 0,14345 A = (^4— ^^2) tgCZ^ — ofj) = 1049,00 

log /; = 2,92448 lg/J= 5,84896 -^* = ^ =0 

/, = 840,39 /j =706250 Aus der Tabelle I Seite 117 folgt: 

ÖTj = a2 = 1 0^8 = 1 «4 = 

3^ = 1,39 h^ = 0.25 ^8 = — 2.05 ^4 = — 3,41 
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logK— *,)= 2,78103 
logctgK4-a2) = 9„40468 

log A ="2« ,18575 lgy| = 4,37140 
/,= - 153,37 /| = 23517 

log (^4— '0 = 2,78103 
log tg (Z^ — fifg) 9,23975 

log/3 = 3,02078 Ig/J == 6,04156 
/s = 1049 /J = 1100420 



also ist: 

aj\ = 000,00 
a^f^^^ 153,37 

«'s/s = + 1049,00 
(74/4= 000,00 

[a/] = 895,63 



Z>j/j = + 1168,14 
bJt=^— 38,34 
^, /s = — 2150,45 
/*^A = 000,00 



[6 /] = - 1020,65 

Man hat daher die beiden Gleichungen 

2iS:,-~ 1,80^2= 895,63 
— 1,80 Kl + 17,82 Ä, = — 1020,65 

zu lösen. Diese geben das 

Schema I'. 



• 


^1 ^2 


- =• 


1 

2 1,80 


+ 895,63 




1 0,90 


447^1 






17,82 


; -1020,65 


aus 


- 1,80 X 


+ 1,62 


—806,06 


welchem die Gleichungen 


16,20 Ä^, = - 
h\ - 0,90 ÜT, = 


214,59 

447,81 


folg 


en, also 




■ 



Äj = - 13,25 
-BT, = 435,88 

ist. Es ergibt sich ferner: 

[a/J JTi = -f 390400 
[b/] K^ = 4- 13524 

[af] K^ + \bf] Ki = 403964 

und 

[//] =r 1830187 
so dass 

[.im = '««^ 



und 



/r/i>\2 



v[(i:)'] = "«* 



Da der Durchschnittsfehler h- sich auf die 
Fehler der Winkel bezieht, also in Minuten 
gegeben wird durch die Formel: 

= t \/^'"^ = +0,285', 
SO haben wir denselben erst im Längenmaasse 
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nach Anmerkung 17 Regel II (Seite 36) aus- 
zudrücken, und erhalten: 

ji = 0,2a5 X 0,000290 
= ± 0,00008294. 
Daher ist 

M^^ = + 0,00008294 X 1194,25 
= 4-0.0995 

und der wahrscheinliche Fehler nach Formel 14 

P,^ = 0,6745 X K, 
= +0,0668 

Man kann daher 1 gegen 1 wetten, dass 
der wahre Wert von x^ liegt zwischen 

40653,05 + 0,07 und 
40653,05 — 0,07 Meter. 

Anmerknog 80. Es ist leicht ersichtlich, wie man das Schema F, welches zur 
Berechnung von K^y K^ aufgestellt wurde, mit dem Schema I yereinigen kann. Man 
braticht bloss rechts noch eine Spalte zu Offnen, in welche man die Werte \_af]^ [6/*] ein- 
trägt. Das weitere Verfahren ist klar, nach dem was über die Auflösung der Normal- 
gleichnugen gesagt wurde. Vergleiche auch Anhang 11. 



Aufgabe 84. Durch geometrisches Nivel- 
lement wurden die Höhenunterschiede der 
Punkte A, B, C, D, Figur 9, in folgender 
Weise gefunden: 

1. zwischen Ä\i.B= 10,8838 m Gewicht :;?,= 34 



2. 


n 


A„G= 4,6783 


« 


p,— 108 


3. 


n 


A„D=: 18,5595 


n 


P.= 49 


4. 


n 


C„B= 6,1963 


n 


p,- 66 


5. 


n 


C„D= 13,8677 


n 


p,= 78 


6. 


n 


B„D^ 7,6657 


n 


J>e= 60 



Die Pfeile in der Figur deuten auf die 

Bichtung des Steigens. Welches sind die 

wahrscheinlichsten Verbesserungen , die an 
diese Zahlen anzubringen sind? 

Figur 9. 




Auflösung. Zwischen den 6 Höhenunter- 
schieden müssen drei Bedingungsgleichungen 
stattfinden, die aus den drei Dreiecken ABC, 
ACD, ABD etwa sich ergeben dadurch, 
dass die algebraische Summe der Höhenunter- 
schiede Null sein muss. 

Sind \, ^s . . . e« die sechs anzubringenden 
Verbesserungen, so muss: 

^C + «, + JBC+e^ — (^J5+ ej = 

4C+f2+Ci>+f6-(^Z>+f8) = 

AB'\'e^+BD+B^-'{AD + f^) = 

sein. 

Dies gibt durch Einsetzen der Werte die 
folgenden drei Bedingungsgleichungen: 

— f i + f 2 + f 4 — 0,0092 « 

+ f 2 - «3 + f 4 - 0.0135 = 

+ 6, — «8 + fe- 0,0100 = 

Wir erhalten also die folgende 



Erkl. 28. Bei dem geometrischen Nivelle- 
ment ist der mittlere Fehler proportional der 
Quadratwurzel des Abstandes a der beiden 

Vä 
Punkte, 80 dass derselbe also gleich — ;- ge- 

k 
setzt werden kann, wo k eine willkürliche Kon- 





Tabelle I. 




M. 


a 


6 




' i 


1 

1 1 


— 1 





+ 1 ' 


' 2 ! 


+ 1 


+ 1 





3 





- 1 


— 1 


4 


+ 1 








' 5 





+ 1 





6 ! 

1 








+ 1 
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stante ist. Da die Gewichte dem Quadrate des und aus derselben die Fehlergleichung mit 
mittleren Fehlers verkehrt proportional sind Hilfe der Korrelaten Ä^, ä„ fe, nach Gleich- 
(vgl. Formel 13), so folgt, dass die Gewichte ^ugen (8) Seite 107: 

p = — gesetzt werden können, wo dann fc' 

^ a ^ ' 34€j = — Ä\ +*3 

so gewählt wird, dass die p auf ganze Zahlen 

abgerundet werden können. Auf diese Art sind 

die obigen Gewichte ptP^»- -Pe erhalten worden. 



108 t, = 


*i + *. 


49^3 = 


- *, - *, 


66 u = 


K 


78 tj — 


A, 


60*9 = 


h 



sowie die Coefficienten der Eorrelatengleich- 
ungen mit Hilfe der 

Tabelle II. 



J)(j, ^ aa \ ab ac \ ob i öc ^ cc , p 



1 


1 





—1 








1 


1 

34 


2 


1 


1 





1 








108 


3 











1 


1 


1 


i 49 


4 


1 

















66 


5 











1 








1 78 


6 








0* 








1 


60 



und der aus derselben folgenden 



Tabelle U'. 



M. 



aa 



ab 



ac 



hh 



1 
2 
8 
4 
5 
6 



0,02941 
0,00926 I 0,00926 





0,01515 







0,05382 










-0,02941 

i 0,00926 

I 0,02041 


, 0,01282 











0,00926 1-0,02941' 0,04249 



V 





0,02041 






cc 



0,02941 


0,02041 




0,01667 



0,02041 0,06649 



öv 



in der Form: 

0,05382 Ä4+ 0,00926 A?,— 0,02941 k^ = 0,0092 

0,00926 Ä,+ 0,04249 *,+ 0,02041 Ä, = 0,0135 

— 0,02941 Äj-f 0,02041 k.^ 0,06649*3 = 0,0100 

Zur Auflösung benutzen wir wieder unsere 
Schemata, in welche wir auch die Kontroll- 
spalte anbringen. 
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Nobenrechnung zu Schema I. 

log 0,00926 = 0,96661 — 3) 

— 2I 

1 



Schema I. 



log 0,05382 = 0,73094 



0,23567 

log 0,02941 = 0,„46852 — 2i _ 
log 0,05382 = 0,73094 — 2» 

0^,73758 - 1 

log 0,00920 = 0,96379 — 3| 
log 0,05382 = 0,73094 — 2) 

0,23285 — 1 . 

log 0,04287 = 0,63215 — 2) __ 
log 0,05382 = 0,73094 — 2) 



0,90121 — 1 



A « Ku fVo 


Summe 

1 


0,05382 


0,00926 

0,17206 

0,23567-1 


0,02941 

-0,54649 

0^,73758-1 


1 

0,00920 

0,17094 

0,23285-1 

1 


0,04287 

0,70654 

0,90121 -1 


0,00926 X 
0,96661-8 


0,04249 

0,00159 
0,20228-3 


0,02041 ■ 

-0,00506 
0^,70419-8 


0,01350 

0,00158 
0,19946-3 


0,08566 

0,00738 
0,86782-3 


-0,02941 X 
0^,46862-2 




0,06649 

0,01607 
0,20610-2 


0,01000 
—0,00503 
0^,70187-3 


1 

0,06749 ! 

—0,02843 
0^,36973-2 


0,04287 0,08566 


0,06749 

1 




Kontrolle 



Nebenrechnung zu Schema II. 

log 0,02547 = 0,40603 — 2{ _ 
log 0,04090 = 0,61172 — 2» 

0,79431 — 1 

log 0,01192 = 0,07628 — 2i _ 
log 0,04090 = 0,61172 — 2) 

0,46456 — 1 

log 0,07829 = 0,89371 - 2 
log 0,04090 = 0,61172 — 2 

0,28199 



Aus diesem ergibt sich das 

Schema ü. 



h 



li 



8 



Summe 



0,04090 
1 



0,02547 

0,6«274 

0,79431—1 



0,01192 

0,29144 

0,46456—1 



0,07829 

\,9X4Zt 

0,28199 



Aus Schema I 



0,02547 X 
0,40608—2 



0,05042 

0,01586 
0,20034-2 



0,01503 

0,00742 
0,87059—3 



0,09092 

0.04876 
0,68802-2 



0,07828 I 0,09092 



! Kontrolle 



oder 



Aus diesem Schema folgt die Gleichung 
0,03456 A3 = 0,00761 



*'=14'^ = <»'2202 



Aus Schema II und I folgt dann 



Ä,4- 0,62274 ^8 = 0,29144 
Äi+ 0,17206 k^— 0,54649 A3 = 0,17094 



also 



*, = 0,29144 — 0,62274 X 0,2202 = 0,15431 
li, = 0,17094 + 0,54649 X 0,2202 — 0,17206 X 0,15431 
= 0,26472 
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u= 


1 
66 


*, 


— 


*6= 


1 

78 


Ä. 


— 


H— 


1 
60 


h 


— 



Wir haben also 

*, = 0,2647 
*2 = 0,1543 
Ar, = 0,2202 

und die Fehlergleichungen geben daher 
^x= "34 (*s-*,) = - -g^^ .0,0445= -0,00131 

^'^ iOS ^**"^*'^ ^ 158'^'^^^= +0,00388 
6s= - -^ (*2+*,) = - -^^g^ .0,3745=— 0,00764 

g^^ .0,2647=4-0,00401 
^g . 0,1543 = +0,00198 

-^. 0,2202 =+O,0a367 

Ans diesen ergeben sich die wahrschein- 
lichsten Werte der Ilöhenunterschiede 

AB =- 10,8825 m 
AC ^ 4,6822 m 
AD^ 18,5519 m 
CJ? = 6,2003 m 
CD =z 13,8697 m 
BD = 7,6694 m 

Der Durchschnittsfehler ergibt sich nach der 
Formel 34 ,. - - 

also da ^ 

[kw] = 0,2647 X 0,0092 + 0,1543 X 0,0135 

+ 0,2202 X 0,0100 
= 0,00669 

ist, folgt 

fi = + V"Ö,00223 = + 0,0472 



g 



t) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen bedingter Grössen. 

(Vergl. Anmerkung 21.) 

Frage 81. Zwischen den n Grössen 
Y, Y, Z . . . V bestehen v Bedingungs- Antwort. Man bestimmt vor allem 
leichungen angenäherte Werte A' , T , Z . . . T, 

welche den Beobachtungen L\^ L'^ . . . L*^ 

entsprechen, diese seien Xq, Yq, Zq. . . l\ 
/j\ und X, t/^ z , . , V seien die anzubringen- 
den Verbesserungen. Dann soll 

'f^ {X, r, Z...F) = 

welche stets genau erfüllt sein müssen, f 2 = /"2(^o+^»i"o+y»-Zo+2..Fo+t?)l(3j 

Man hat die Grössen X, Y, Z . . . V ' ^ t/ _i ^l 

nicht selbst beobachten können, sondern L\ = f^{XQ-\ x^Yq-^i/^Zq-j-z..} q+v)) 

die Grössen L^, L^ . . . L^., welche be- sein. 



?i (X, r, Z...7) = 
'f2 (X, r, Z...F) = 



^. 
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kannte Funktionen von X^ Y, Z . , .V 
sind: 



L, = U {^. Y,Z.,,V) 
^2 = f^ (-^1 Yy Z . , . V) 

L=f,{X, Y,Z...V) 



, . . . (2) 



und zwar fand man die beobachteten 
Grössen gleich L\^ L\ , ^ . L\. Wie 

findet man die wahrscheinlichsten Werte 
der X, Y, Z ,.. V? 



Setzt man 
und 

8A_« 14-^ 1A_, 8A_,. 



.(4) 



8Xo "^'SFo 'i'SZo 



sr 



öY2_„ M-A s/-,_^ sfi 



8X. 



«A 






2 



'0 



a, 



8/"* , «/■» 



SX„ — ''8Y. 



=h --LL — C 



SZ 






(5) 



so erhalten wir durch Anwendung des 
Taylorschen Satzes (vergl. Seite 35 Er- 
klärung 10) aus (3) die Fehlei^leichungen : 

a • • • • 

■ • • ■ • 

Wären x^ y^ z . . , v unabhängig von 
einander, so hätte man nach Abschnitt a) 
zu verfahren. Es bestehen aber zwischen 
den X, Y^ Z ... V die Gleichungen (1), 
also zwischen x^y^ z . . .v die Relationen : 

f^(X^-j-x,Y^+y,Z^4-z...V^+v) = 
^^(X,+x,Y,+y,Z,+z...V,+v) = 

m 



(7) 



Setzt man 

^1 (Xo YqZq...Vq) = — M'i 

und 



(8) 



8X, 

sx 



— «D » v-- — »81 sy 







5 1^0 
•^1' 8F 



8Z, 



a 



3 • ■ 



8?i _ 











8X 



— X - ^ — 



89 



8^0 
8^2 



= a 



— ßs • • • ST/" ~" P« 



8F 







> • 



s« 



1 _I - y — ^ — ) 



n 



'0 







.(9) 
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so schreiben sich die Bedingungen (1) in 
linearer Form: 



ßi^ + ?2y+ ßs^ + . . . + ß«^ - «^2 = 

X^x + X2?/ + X3 2; + ... 4-X^t: — t«7y= 



. . . (10) 



()' 



= [ss]- 



Nun kann man zwei Wege einschlagen. 
Entweder werden aus den Gleichungen (10) 
von den n Grössen x^ y^ z . . , v irgend v 
durch die übrigen n — v (es muss ti > v 
sein, da sonst die X, F, Z . . . V durch 
die Gleichungen (1) bestimmt wären) aus- 
gedrückt, und diese Werte in die G-leich- 
ungen (6) eingesetzt, wodurch das Aus- 
gleichsproblem auf die Ausgleichung von 
(n — v) Grössen zurückgeführt ist und 
nach Abschnitt a) behandelt wird. Oder 
es wird nach dem Abschnitte ß) folgender- 
maassen verfahren. 

Man macht 

2A^2(ßi»+ß2y + ß8^ + .. 



+ a^r — iTi) 
+ ß t— «^2) 



2fc^(Xia?+ \y + Xg2: i- . . . +\v — w^ 
zu einem Minimum, wozu 

8ß ^ Sß ^ 5Ö 

X oy ov 

sein muss. Das liefern die n Gleichungen 



\j 17J = «.*•! + K^^+ • • • + K^' 



\aa\x -\-[ab]y -{- 
[ah]x + [bb]y + 



. + [bk]v 



oder: 

[a t\ + aii'i+ ßt *i+ • • • + ^i * 



■ • . (11) 



fe^ 



[ahl x + \bh]y + ...-{- [kh^v = {kl] + a^Ä-,+ ß,*-.+ • • • + >^,fr, 

Aus diesen Gleichungen berechnen sich 
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x, y, ^ . . . t? als lineare Funktionen der 
Korrelaten Är^, l\ ... k^ in der Form: 



y = B,k, + B^k^+ . . . +B^k^+ M 



(12) 



Setzt man diese Werte nun in die 
V Gleichungen (10) ein, so berechnen sich 
aus denselben die v Korrelaten äj^, i, . . . fcy 

und dadurch sind schliesslich durch (12) 
auch die Werte von x, t/^ z . . . v be- 
kannt. 

Einfacher und rascher zum Ziele füh- 
rend ist die zuerst angegebene Methode. 



Frage 32. Wie werden die wahr- 
scheinlichsten Werte der Unbekannten Antwort. Kommen den beobachteten 
gefunden , wenn die Beobachtungen un- Grössen L\, L\ . . . i'^ die Gewichte p^, 
gleich genau sind? p2 . . . p^ zu, so werden an Stelle der 

Fehlergleichungen (6) die Fehlergleich- 
ungen 

Vp^Zy = a^y p^x ^ b^V j)^y '\- , . . +i-iVp^r — V^/i 
'S/ 2h ^2 = öf2Vjp2 X + b^p^y + • • • + **2 Vpa ^ — Vpg h 

m 

genommen, und sonst wie früher ver- 
fahren. 



Anmerkung 81. 



Gelöste Aufgaben 

(zum Abschnitte C). 



Hat man die Normalgleichungen 

[ao] x + [o i] y + . . . + [c/Ä] V = 
[ah]x-ir[hh']y + ...-\- [hk] v = 



[a/] 
[hl] 



(1) 



[üh] X + {hU\ y 4- . . . + \kk] v = [*/] 



aufgestellt und weiss man, dass x, y, z , . . v sehr kleine Grössen sind, was meistens der 
Fall ist, oder bewirkt werden kann, and genfigt es die ar, ^^ . . . v auf wenige Stellen 
genau zu berechnen, so kann man an Stelle der in den vorhergehenden Abschnitten dar- 
gelegten strengen Auflösungsmethode eine Annäherungsmethode anwenden, die in Folgendem 
besteht. 

Man vernachlässigt in jeder Gleichung alle Glieder der linken Seite bis auf das 
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Diagonalglied, welches stets einen positiven von Null verschiedenen Coefficienten hat, so 
dass man also in erster Annäherung die Gleichungen 

[aä]x^=z lall oder x, =. ;—; 

[**]y.= [*q . y.= -[,^ p, 

haty und setzt nun 

in die Gleichungen (1) ein. Hiedurch erhält man ein neues System von Gleichungen fir 
die A^, Ä, . . . Ä^ in der Form 

» \») 

[kk] h, + [6Ä] /*,+ ... + [kk] h^ =*77„ 

wo die H^y H^ . , . f/,, leicht berechnet werden können, da 

- ^1 = [aa] jr^ + [a6] y^ + . . . + [ik] Vt— fa^ 

- £r, = [ai.] jr,+ [^qy,+ . . . -h [Z;*] i;,- [^q ^ ^^^ 

- /f„= [a*] ar,+ PÄ]yi+ . . . + [*&] Vi- [Ä-q 

ist. Die Gleichungen (3) behandelt mau in analoger Weise, wie die Gleichungen (1) 
und erhält 

[aa] A, , = Hy oder A, , =: _ -\ 



[^ 6] //g^i = H^ ^ Aa^i = f 



"\ 



[*6] 

[kk] h^^ = ^„ „ /i„ 1 = -j.^-^^ 
Setzt man nun wieder 

so erhält man wieder aus (8) ein System von Gleichungen für die h^^, Ki ' ' - K\ ^^ 

fährt man so fort, so erhält man bald sehr kleine Werte von h^.j Aj. . . . ä^^, welche 

als Korrektionen anzubringen sind, so dass man sehr bald gute Werte von x, $f . . .t 
hat, indem 

X = 0?!+ Ä, j+ A,,2+ Aj^g ...?/ = yi+ Äji+ h^^+ A2g4- . . . v = Vi+ Ä„,i+ Ä„,a+ ^ 

wird. 

Da bei jeder Annäherungsrechnung genügt, wenn man die erste Stelle beibehäli, so 
ist die Bechnung eine sehr leicht ausführbare und führt schnell zum Ziele. 

Der Grund, warum man auf diese Weise Näherungswerte erhält, ist der, dast fOr 
kleine Werte von x, y , . . v das Diagonalglied der Gleichungen den bedeutendsten Wort 
besitzt, also für die Bestimmung der Unbekannten, die in diesem Gliede auftritt, ins- 
schlaggebend ist. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ansftthrliclie Prospekt und das ansftthrliche In- 

haltsyerzeiclmis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer** kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis nnd portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

l). Jedes Heft ist aufgeschnitten and gut hrochiert, am den sofortigen and dauern« 
den Gebraach za gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigangen 
and Erklärangen am Schiasse desselben. 

3). Aof jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte za dem Abonnementspreise von 25 Pf g. pro Heft. 

6). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, knrz angedeateten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aiu dem Prospekt ersichtlioh, ohne jede Bedeutung für 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält AUes, was sich überhaapt aaf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln and Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aafgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen angelöster analoger Aaf- 
gaben and vielen vortrefflichen Figaren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuoh für Schüler aUer Schulen, das 
beste Handbuch fOr Lehrer and Examinatoren, das vorsüglichste Lehrbuch 
lum Selbststudium, das vortrefflichste ITachschlagebuch für Fachleate and 
Techniker jeder Art 

8). Alle Bachhandlangen nehmen Bestellangen entgegen. 
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Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden« 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnlicheB zur Seite steht, erscheint moDatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik , Phjsik, 
Meebanlky math« Geographie, Astronomie , des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken« nnd Hoehbanes, des konstraktifeu Zeichnens etc. etc. und zwar in TollstJLiadig 
gelöster Form, mit rielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwiokelnng der 
benntiten 8&tze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Eapitefai 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben , welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
tkberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benatst 
werden können. Die Losungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde firklämngen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwiaaen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. nnd II. Ordn«, glelek- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gjrmnasien, Realgjninasien, Pre- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkscholen, 
Gewerbeschulen, Handelsschnlen, techn. Yorbereitnngsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwissensehaftsschnlen, 
Miiitärschnlen, Yorbereitnngs- Anstalten aller Artea als z. B. für das fiinjährig- Frei- 
willige- und Offlziers-Examen etc. 

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt fQr Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert nnd wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlnug eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — lum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit ei^ 
Übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben in lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht verge'**"^''''" 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in a 
iweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft vents 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschnngt. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entc^egen. Wichtige und praktisch 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe ~*'~ ' 
verbreitet — Wünsche, Fragen etc», welche die Redaktion betreffen, nimmt der 
. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wi^'^ '^^'' 
alichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlai*' 
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Aufgabe 35. Von einem Punkte aus 
wurden die Winkel nach 7 Orten geraessen. 
Die in der Beihe 1, 2 ... 7 aufeinander- 
folgenden Visierlinien ergaben folgende Winkel: 

2^^ 102 . . . lOl»- 56'- 42",125 Mittel von 20Beob. 

2$: 104 . . . 126 - 43 — 6,075 

21203... 18—14- 14,600 

2C204... 24-46 24,175 

2^205... 27-14- 17,528 

^X206... 50 — 22— 7,148 

251304... 6—32— 6,775 

2j: 306 . . . 32 - 7 — 52,117 

2i:405... 2—27— 52,950 

2i;406... 25—35— 44,441 

251407... 45—37— 42,375 

2J1506... 23— 7— 49,600 

2J1607... 20— 2— 0,250 



n 



r 



rt 



n 



?j 



n 



n 



n 



n 



» 



20 
10 
20 
9 
32 
10 
15 
10 
22 
20 
10 
22 



?? 



n 



r> 



n 



n 



n 



Welches sind die wahrscheinlichsten Werte 
der Winkel, wenn die Nullrichtung des Teil- 
kreises nach einem festen Punkte einvisiert 
wurde? 



.(1) 



Auflösung. Um das Rechnen mit grossen 
Zahlen zu vermeiden, setzen wir: 

2$; 102 = 101"^— 56'— 42'H x — w 
2i 103 = 120«— 10'— 57" -h y — w 
2i 104 = 126«— 43'— 5"+ z—w 
2i 105 = 129«— 10'— 59"-f t — w 
2i 106 = 152"— 18'— 49"+ w — w; 
2i 107 = 172«— 20'— 48"+ v — w 

wobei ar, y, z, t, u, v die Verbesserungen an 
den Winkeln; w, die Verbesserung an der 
Lage des Nullpunktes der Winkelmessung 
ist. Die Grössen x, y, z . . . w sind in 
Sekunden gerechnet. 

Werden nun nach Vorgang der Aufgabe 22 
die Fehlergleichungen aufgestellt, so erhalten 
wir: 



1) — w + X 

2) —10 



+ ^ 



3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 

9) 
10) 

11) 
12) 

13) 



— X + r 

— x + « 

— .-p . + iy 

— y + u 

— Z + M 

— z 



. = 0,125 
= 1,075 
= — 0,400 
== 1,175 
r-= 0,528 
= 0,148 
= - 1,225 
= 0,117 
= — 1,050 
= 0,441 
+ V = — 0,625 
— i + M = — 0,400 
— w + u = 1,250 



die 



Aus diesen Pehlergleichungen .erhalten wir 



Tabelle I. 



M. 9 


1 
' a i 


b 


.. 


-— - =- -^:- 


_ — : 


1 - 


■1 +1 


• 


2 - 


1 


• 


. 3 


— 1 


+ 1 


4 


1 


• 


5 


— 1 

1 


• 


6 


. , —1 

1 


• 


7 




- 1 


8 


1 


1 


9 


1 

i 




10 


1 
' • 1 




11 


* 1 • 

1 




12 


* • 1 




13 


. 1 





c 



d 



f 



+ 1 



+ 1 



+ 1 

• 

— 1 

— 1 

— 1 



+ 



+ 



1 



+ 1 

« 

+ 1 

■ 

+ 1 

• 

+ 1 
— 1 



l 



+ 
+ 

+ 
+ 
+ 

+ 

, + 

+ 1 : - 

+ 1 



B o b e k , Auflgleichsreclmuxig. 



0,125 I 
1,075 ' 
0,400 
1,175 
0,528 
0,148 
1,225 I 
0,117 ! 
1,050 
0,441 
0,625 
0,400 
1,250 
9 



P 

20 
20 
10 
20 
9 

32 
10 
15 
10 
22 
20 
10 
22 
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Da die Coöfficienten a, b ... alle + 1 
oder — 1 sind, so ergeben sich die Coef- 
ficienten der Normalgleichungen mit Bücksicht 
auf die Gewichte p sehr leicht, so dass man 
die Aufstellang der Tabelle 1£ umgehen kann 
und aus der Tabelle I sogleich die Normal- 
gleichungen anschreiben kann: 

-f 40w — 20a; .... —202 ^ —24,000 

— 20 m; -f 91x — 10?/ — 20r — 9 t— 32m =—26,488 

— lOa + 86y— IO2: —15m = -+- 6,515 

— 20w — 20a; — lOy + 102Z — 10« —22m —20t;= + 46,048 (2) 

— 9x —10 2 + 29t— 10m r=— 1,748 
-32ap — 15y— 22z —10« -hlOlu — 22t? = — 15,327 

— 2O2 —22m +42v= + 15,000 

Wollte man diese Gleichungen nach dem 
Vorgange des Abschnitts a lösen, so gelangte 
man zu dem genauen Werte von x, y . . . v. 
Der Weg hiezu ist aber ein sehr langer und 
mühseliger. Da man weiss, dass x, y, % . .,v 
nur kleine Werte sein kOnnen, so wendet man 
mit Vorteil die Näherungsmethode an. 

Aus jeder der obigen Gleichungen wird das 
fettgedruckte Glied linker Hand allein benntzt 
und die Unbekannte in erster Annäherung 
berechnet. Die Eontrollgleichung hat hier die 
Form = 0, da die rechten Seiten Yon (2) 
die Summe Null geben. 

Wir erhalten der Reihe nach die folgenden 
Annäherungswerte 



m; == — 0,6 -f- 24,000 — 24 -f- 4 - 8 

a; = — 0,2 + 26,488 + 12 — 18,2 — 2 — 8 

y = + 0,2 ; 6,515 ^-2-^7 — 4 =- 

2 = 4. 0,4 — 46,048 + 12 + 4 — 2 + 40,8 — 10 = — 

t = + 0,0 + 1,748 +1,8—4 = — 

M r= 4- 0,0 -i- 15,327 + 6,4 — 3 — 8,8—11 = — 

i;=-f 0,5 —15-8 + 21 = — 



= — 4,000 
= +10,288 
= - 1,515 
1,248 
0,452 
1,073 
2,000 



(3) 



^ 



Hechts vom Striche sind die auf Null gebrach- 
ten linken Seiten der Normalgleichungen (2). 
Hiebei muss die Kontrollgleichung = er- 
füllt sein, nicht blos für die rechten Seiten 
von (2), sondern auch für die rechten Seiten (3) 
der ersten Näherungsgleichungen, sowie aller 
folgenden Näherungsgleichungen. In der That 
ist die Summe von (3) gleich Null. 

Da die CoSfficienten der Näherungsgleich- 
ungen stets dieselben bleiben wie in den 
Gleichungen (2), so schreiben wir erst die 
Näherungsgleichungen nicht an, sondern blos 
ihre rechten Seiten und erhalten in leicht 
verständlicher Weise folgende Bechnnng, in 
welche die zweiten Indices der h weggelassen, 
da eine Irrung nicht möglich ist. 
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(4) 



Ä7 = 



-0.10 i 4- 4,000—4,00— 2,20 + 0,20 

-r 0,1 1 - 10,288 + 2,00 + 10,01 + 0,40 + 0,20 + 0,09 -f 0,32 

-0,04 +1,515—1,10— 1,40 + 0,10 + 0,15 

— 0,01 + 1,248 + 2,00 - 2,22 + 0,40 — 1,02 + 0,10 + 0,22 + 1,00 
-0,01 +0,452-0,99+ 0,10—0,29 + 0,10 

—0,01 +1,073-3,52+ 0,60 + 0,22 + 0,10—1,01 + 1,10 

— 0,05 +2,000 + 0,20+ 0,22-2,10 

— 2,000 + 2,732 - 0,735 + 1,748 — 0,628—1,437 + 0,320 = 



— 2,000 
+ 2,732 

— 0,735 
+ 1,748 

— 0,628 
— 1,437 
+ 0,320 



(5) 



Ä7 = 



— 0,05 + 2,000 — 2,00 — 0,60 — 0,20 

+ 0,03 , — 2,732 + 1,00 + 2,73 + 0,20—0,20 + 0,18 + 0,32 

— 0,02 * + 0,735—0,30— 0,70-0,10 + 0,15 

+ 0,01 1 — 1,748 + 1,00 - 0,60 + 0,20 + 1,02 + 0,20 + 0,22 

— 0,02 i + 0,628—0,27—0,10—0,58 + 0,10 

— 0,01 ' + 1,437—0,96 + 0,30 — 0,22 + 0,20—1,01 
+ 0,00 i - 0,320 — 0,20 + 0,22 

— 0,800 + 1,498—0,215 + 0,292 — 0,222 — 0,253 — 0,300 = 



— 0,800 
+ 1,498 

— 0,215 
+ 0,292 

— 0,222 

— 0,253 
—0,300 



(Cj. 



(7). 



(8). 






— 0,020 
+ 0,015 
—0,006 
+ 0,002 
—0,007 

— 0,002 

— 0,007 



+ 0,800—0,800 — 0,300 - 0,040 

— 1,498 + 0,400 + 1,365 + 0,060—0,040 + 0,063 + 0,064 
+ 0,215—0,150—0,210—0,020 + 0,030 

— 0,292 + 0,400—0,300 + 0,060 + 0,204 + 0,070 + 0,044 + 0,140 
+ 0,222—0,135 - 0,020 — 0,203 + 0,020 

+ 0,253—0,480 + 0,090—0,044 -h 0,070- 0,202 + 0,154 
+ 0,300 — 0,040 + 0,044 - 0,294 

— 0,340 + 0,414—0,135 + 0,326-0,116—0,159 + 0,010 = 



AT 



= 






— 0,008 + 0,340 — 0,320 — 0,080 — 0,060 
+ 0,004 , — 0,414+ 0,160 + 0,364 + 0,040—0,060+ 0,027 + 0,032 

— 0,004 I + 0,135—0,040—0,140—0,030 + 0,015 
+ 0,003 j — 0,326 + 0,160 — 0,080 + 0,040 + 0,306 + 0,030 + 0,022 

— 0,003 + 0,116—0,036 — 0,030,-0,087 + 0,010 

— 0,001 + 0,159—0,128 + 0,060 — 0,066 + 0,030—0,101 
+ 0,000 — 0,010 — 0,060 + 0,022 

— 0,120 +0,149-0,060 + 0,152 - 0,027—0,046—0,048 

— 0,003 ! +0,120-0,120— 0,020— 0,020 

+ 0,001 1 — 0,149 + 0,060 + 0,091 + 0,010 — 0,020 + 0,009 

— 0,001 + 0,060 - 0,010 - 0,035 — 0,010 

+ 0,001 — 0,152 + 0,060—0,020 + 0,010 + 0,102 + 0,010 + 0,020 

— 0,001 j + 0,027—0,009—0,010 + 0,029 

— 0,000 ■ + 0,046 - 0,032 + 0,015 — 0,022 + 0,010 + 0,022 

— 0,001 : + 0,048-0,020—0,042 

— 0,040 + 0,001 + 0,005 + 0,030—0,021 + 0,021 + 0,039—0,014 = 



—0,340 
+ 0,414 
—0,135 
+ 0,326 
—0,116 
—0,159 
+ 0,010 



—0,120 
+ 0,149 

— 0,060 
+ 0,152 

- 0,027 

— 0,046 

- 0,048 



= —0,040 
= +0,001 
= +0,005 
= +0,030 
= —0,021 
= +0,039 
= —0,014 



Eine weitere Annäherung gibt für die dritte 
Dezimalstelle keine Korrektur mehr (mit Aus- 
nahme einer 1 bei w, die aber vernachlässigt 
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werden kann) und wir erhalten daker aus den 
Gleichungen (3) bis (8) 

^v = - 0,6 4- ^ //i = — 0,6 — 0,186 = — 0,7S6 

X = - 0,2 -r i: /^a = - 0,2 + 0,160 = — 0,OiO 

1/ = 4- 0,2 + 1 7/3= + 0,2 — 0,071 = -f 0,129 

z =z + 0,4 + i: //4 = -f 0,4 + 0,006 = -r 0,406 

< = + 0,0 -f i: //j == -f 0,0 ~ 0,041 = — 0,041 

n = -t- 0,0 -H i: Äe = + 0,0 — 0,023 = — 0,023 

V = + 0,5 + i^ Jh = 4- 0,5 — 0,058 = -f 0,412 

wobei sich die Summe in selbstverständlicher 
Weise auf die Gleichungen (4) bis (8) bezieht 
Hiedurch ergibt sich: 

x — w=-^ 0,746 
i/~w = + 0,915 
2 — i(? = 4- 1,192 
t — io = + 0,745 
?/ — ?ü = H- 0,763 
V — a« = 4- 1,228 

und werden die wahrscheinlichsten Werte der 
eingeführten Winkel : 

2i 102 = lOP— 56'- 42,746" 
„ 103 ^ 120 - 10 - 57,915 
,, 104 = 126 — 43— 6,192 
„ 105 = 129 — 10 - 59,745 
„ 106 = 152 — 18 — 49,763 
„ 107 = 172 — 20 — 49,228 

Hieraus berechnen sich die wahrschein- 
lichsten Werte der beobachteten Winkel: 

2i 102 = lOP- 56'— 42,746" 

„ 104 = 126 — 43 — 6,192 

,, 203 = 18 — 14 — 15,169 

„ 204 = 24 — 46 — 23,446 

„ 205 = 27 — 14 — 16,999 

„ 206 = 50 — 22 — 7,017 

„ 304 = 6 — 32 — 8,277 

,, 306 = 32 — 7 — 51,848 

„ 405 = 2 — 27 — 53,553 

„ 406 = 25 — 35 — 43,571 

. 407 = 45 — 37 — 43,036 

„ 506 = 23 - 7 — 50,018 

„ 607 = 20 — 1 — 59,465. 

Anmerkung 32. Statt die Annäherung bei allen Unbekannten auf einmal darch- 
zufüliren, ist es oft ratsamer, dies der Reihe nach nur stets mit einer Grösse vorzunehmen 
und die übrigen ungeäudert zu lassen. Man fängt dann mit der Annäherung bei jener 
Unbekannten an, deren zugehörige Gleichung absolut genommen das grösste konstante 
Glied besitzt. Die folgende Aufgabe wird den Vorgang deutlich machen (vergl. W. v. Freeden, 
Theorie und Praxis der Ausgleichsrechnuug, Braunschweig 1863). Die Methode rührt von 
Gauss her. 



\ 
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Aufgabe 86. Man hat die Höhe von fünf 
Bahnhöfen B, H, L, G, W durch Nivellement 
bestimmt und gefunden, dass 

B . . . 115,52 m über dem Spiegel der Nordsee 

7/ . . . 60,12 „ . „ Bahnhof B 

H . . . 177,04 ., ^ „ Spiegel der Nordsee 

Z. . . . 234,12 ,, „ „ Bahnhof B 

I. .'. , 171,00 „ „ ,, „ // 

G ,. . 632,25 „ ., ^ y L. 

W. -211,01 ., . „ -, O 

W. . . 596,12 ., „ „ „ // 

W.. .427,18 „ „ ^ ^ L 



liegt. Welches ist die wahrscheinlichste Höhe 
der Bahnhöfe über dem Nordseespiegel? 



Figur 10. 
G 



L 

Q 



B 

9 



H 

Q 



9 



Anflöanng. Es sei w der 
Pegel für den Nordseespiegel, 
die Höhe von 

B . . . 116 + J-- 


Fehler in 
so setze 

■V 


dem 
man 




L . . 


. 177 + ?/- 
. 350 -fz — 


V 

V 








G . 


. . 984 + / - 


■V 








W . 


. . 775 + ?«- 


■V 







wo Xy y, s, ty u die Verbesserungen an die 
Höhen bedeuten. 

Aus den Beobachtungen ergeben sich dann 
folgende Fehlergleichungen: 

1) 115,52 = 116 + a?— u 

2) 60,12 = 177+^ — ü — (116 + j:— i) 

3) 177,04 = 177 -fy—v 

4) 234,12 = 350 + 2— ü- (116+ x—v) 

5) 171,00 = 350 + c— y — (177 + /y—u) 

6) 632,25 = 984 + « — V — (350 + 2 — u) 

7) —211,01 = 775 + w— v— (984 + « — r) 

8) 596,12 = 775 + w— ü — (177 + ?/— u) 

9) 427,18 = 775 + M'-u— (3oO + z — f) 

Dieselben reduziert ergeben: 



1) + aj . . 

2) — X + .?/ . 

3) . y . 

4) — .r . + :: 

5) .—.?/ + 2: 

6) . . —z-\-t 

7) . . — i + w 

8) . — // . . + ?< 

9) . . — z . '\-u 



— u = — 0,48 
. =- — 0,88 

- y = + 0,04 
. = + 0,12 
. = - 2,00 
. = — 1,75 
. = — 2,01 

= — 1,88 
. =^ + 2,18. 



Für diese stellen wir wie früher auf die 
Tabelle I. 



M 



a 



d 



f 



l 



1 

2 
3 
4 



5 



6 

7 
8 
9 



+ 1 

- 1 

— 1 



+ 1 
+ 1 



— 1 



+ 1 
+ 1 
— 1 



+ 1 
— 1 



— 1 



+ 1 

+ 1 
+ 1 



— 1 



— 1 



— 0,48 

— 0,88 
+ 0,04 
+ 0,12 
-2,00 i 

-1,75 ; 

— 2,01 

-1,88 ! 
+ 2,18 
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Aus derselben ergeben sich sogleich die 
Normalgleichungen : 



3x — 2/— 2 . .—r=4- 0,28 

— a5 + 4y — r — tt — V =4- 3,04 
^x — y +4z — i — « . = — 2,31 

— z -\-2t — u . = 4-0,26 
— y — r — < +3u . =—1,71 

— X — y . . 4-2v= 4-0,44 



(1) 



die wir näherungsweise auflösen, so zwar, 
dass wir die Annäherung nur immer mit der- 
jenigen unbekannten vornehmen, deren Gleich- 
ung das grösste konstante Glied hat. Hiebei 
ist die Gleichung jener Unbekannten zu- 
geordnet, die fett gedruckt ist. Demgemäss 
beginnen wir die Annäherung mit der zweiten 
Gleichung, die wir schreiben: 

4y = 4-3,04 
also y = 4- 0,76 

Diesen Wert setzen wir in die Gleich- 
ungen (1) ein, indem wir a: = 0, ä = 0, « = 0, 
w = 0, V = annehmen, als erste Annäher- 
ungen dieser kleinen Grössen. Bringen wir 
die Gleichungen (1) hiezu auf Null, indem wir 
die rechten Seiten links stellen, so werden die 
sich ergebenden Werte sein: 



Sx — 1/ — z 

— X + 4i/ — z — u — V 

— a? — y ^ 4z^ t —u 

— z -f- 2 ^ — 1< 

— y — ^ — ^ -f 3a 

— 0? — y 4- 2v 



— 0,28 = — 1,04 

— 3,04 = 

4- 2,31 = +1,55 

— 0,26 = —0,26 
4- 1,71 = 4- 0,95 

— 0,44 = —1,20 



(2) 



Um die Richtigkeit der Rechnung zu prüfen, 
benutzen wir die Gleichung, die sich ergibt, 
wenn wir alle Gleichungen (1) addieren, da 
die beiden Seiten = ergeben, so muss die 
Summe der erhaltenen Werte (2) auch Null 
geben. Es ist in der That 

— 1,04 4- + 1,55 — 0,26 4- 0,95 — 1,20 = 

Die nächsten Annäherungsgleichungen waren 
also 

3a; — y — z . . — V =+ 1,04 

— a3-}-4y — z , — w — v = 

— x — y -{- Az — t — u = — 1,55 

— z4-2f — M =4- 0,26 

— ?/ — c — < 4-3w =—0,95 

— x^y 4-2r = + 1,20 

und da die dritte das grösste und absolute 
Glied hat, so ergibt sich aus ihr 



1,55 



— 0.39 
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mit welchem Wert wir wie früher verfahren. 
Indem wir nun in übersichtlicher Weise die 
folgende leichtverständliche Anschreibweise be- 
natzen, in der die Unbekannte, deren An- 
näherung gesucht wird und die Werte der 
auf Null gebrachten Näherungsgleichungen er- 
sichtlich sind, wiederholen wir die Besultate 
der ersten Annäherung und erhalten: 



y + 0,76 


z — —0,39 


U — 0,45 


t? = -|_ 0,60 


-1,04 


0,65 


-0,65 


— 1,25 


0,00 


+ 0,39 


+ 0,84 


+ 0,24 


+ 1,55 


— 0,01 


+ 0,44 


+ 0,44 


— 0,26 


. +0,13 


+ 0,58 


+ 0,58 


+ 0,95 


+ 1,34 


— 0,01 


— 0,01 


— 1,20 


- 1,20 


— 1,20 


0,00 



X — +0,42 

+ 0,01 


t — — 0,29 


V = -L- 0,21 


// + 0,10 


+ 0.01 


-0,20 


— 0,30 


; - 0,18 

1 


-0.18 


— 0,39 


+ 0,01 


|- + 0,02 


+ 0,31 


+ 0,31 


+ 0,21 


+ 0,58 


+ 0,00 


+ 0,00 


+ 0.00 


— O.Ol 


+ 0.28 


+ 0,28 


+ 0,18 


— 0,42 

' 1 


— 0,42 


+ 0,00 


— 0,10 



X 



= 4- 0,10 I r = -I- 0,10 y = + 0,05 z = -^ 0,05 



+ 0,00 


— 0,10 


-0,09 


— 0,19 


+ 0,11 


+ 0,11 


+ 0,00 


+ 0,00 


+ 0,18 


+ 0,18 


— 0,20 


+ 0,00 



— 0,15 
+ 0,01 
+ 0,06 
+ 0,00 
+ 0,13 

— 0,05 



+ 0,00 

— 0,04 
+ 0,01 
+ 0,00 
+ 0,13 

- 0,10 



u = — 0,04 t; = + 0,05 x — -^ 0,02 // = + 0,02 



+ 0,00 
+ 0,00 
+ 0,05 
+ 0,04 
+ 0,01 
-0,10 



-0,05 
— 0,05 
+ 0,05 
+ 0,04 
+ 0.01 
+ 0,00 



+ 0,01 


— 0,01 


— 0,07 


+ 0,01 


+ 0.03 


+ 0,01 


+ 0,04 


+ 0,04 


+ 0,01 


-0,01 


-0,02 


— 0,04 
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V — + 0,02 


t — 0,02 


X — +0,01 


y — -^ 0.01 


— 0,03 


— 0.03 


+ 0,00 


-0,01 


-0,01 


0,01 


0.02 


+ 0,02 


+ 0,01 


+ 0,03 


+ 0,02 


+ 0,01 


+ 0,04 


+ 0,00 


+ 0,00 


+ 0,00 


O.Ol 


+ 0,01 


+ 0,01 


+ 0,00 


0,00 


+ 0,00 


- 0,01 


- 0,02 


V = -J-0,01 


X - +0,01 
— 0,01 




0,02 




+ 0,01 


■ +0,00 






+ 0,01 


+ 0,00 






+ 0,00 


+ 0,00 






+ 0,00 


+ 0,00 






1 + 0,00 


+ 0,01 







X 


— 


LX 


y 


= 


sy 


z 




y.z 


t 


— 


Y,t 


tl 


— 


Sti 


V : 


= 


S V 



Hiemit ist Annäherung für jede Unbekannte 
soweit gediehen, dass der Fehler kleiner als 
eine halbe Einheit der dritten Dezimalstelle 
ist. Die zweite Dezimale ist also genau. 
Man erhält nun 

+ 0,42 + 0,10 + 0,05 + 0,02 + 0,01 + 0,01 = + 0,61 

+ 0,76 + 0,10 + 0,05 + 0,02 + 0,01 = +0,94 

— 0,39 = — 0,39 

— 0,29 — 0,02 = -0,31 

— 0,45 — 0,04 = — 0,4J^ 
+ 0,60 4- 0,21 + 0,10 + 0,05 + 0,02 + 0,01 = + 0,99 

und folglich ist: 

a- — V = — 0,38 

y — V = — 0,05 

r — V = — 1,38 

< — V = — 1,30 

11 — V = — 1,48 

also ergeben sich die Höhen der Bahnhöfe 
über dem Spiegel der Nordsee: 



B . 


. . 115,62 m 


B . 


. . 176,95 


f. , 


. . 348,62 


G . 


. . 982,70 


W . 


. . 773,52. 



•i 
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Aufgabe 37. Gelegentlich des Baues des 
Gotthardstunnels wurden zu beiden Seiten des 
Gotthardsberges Kehrtunnels gebaut, die spiral- 
förmig aufsteigend den Bergkegel umkreisen. 
Für den Pfaffensprungtunnel auf der nördlichen 
Seite warde (Figur 11) die Basis B M sebr 
genau berechnet und in den fünf Punkten B, 
M, II j W, S alle Winkel mit möglichster 
Genauigkeit gemessen, die nach den vier 
übrigen Punkten gehen. Die in der Figur 
eingeschriebenen Ziffern der Riclitungen geben 
die Winkel an für die Nullrichtung, die die 
in der Figur rechts liegende Seite vorstellt. 

Man fand nun die Seite BM = 310,664 m 
und die Koordinaten der Endpunkte JB und Jf 
bezogen auf ein Koordinatensystem, dessen 
eine Axe ein bestimmter Meridian war: 



U 
J5 . . . — 10260,006 
iV . . . — 10001,227 

Die Winkel seien: 

Von Station S nach 



X 



-f 4577,146 
-f 4405,257 



1. II .,, 0^ Q' 0"+ B, 

2. B ... 110 49' 47"+ 6, 

3. W... 35^24' 39'' -h b\ 



Von Station H nach 

4. M . . . 0« 0' 0"+ f4 

h, B . . . 39^20' 7"+ fj 

6. W.., 97» 18' 9"+fe 

1. S ... 1880 3/ 20"+ i. 

Von Station W nach 

8. 6^ . . . 0° 0' 0"+ fg 

9. ^ ... 53*50' 15"+ «9 

10. M . .. 86" 24' 34"+f,o 

11. .B . . . 106» 58' 38"+ Fl, 

Von Station M nach 

12. 5 . . . 00 0' 0"+ fj, 

13. W,.. 35» 51' 23"+ f,3 

14. H .,. 85058' 42"+f^4 

Von Station B nach 

15. W. . . 0« 0' 0"+ ^5 

16. 5 ... 49* 26' 42,5" -f g,e 

17. 7/ . . . 68» 53' 40"+ 5,7 

18. M .. .123*34' 33"+5i8 

wobei die s^, e^ . . . s^^ die anzubringenden 
Verbesserungen bedeuten, während die an- 
gegebenen Winkel durch Beobachtung ge- 
funden wurden. 



Auflösung. Wir müssen, um die Aus- 
gleichung: der Winkel durchführen zu können, 
die Relationen zwischen den Winkeln auf- 
stellen. 

Fangen wir von der Seite HS ausgehend 
das Fünfeck zu konstruieren an, so ergibt der 
Punkt H die Relation für die drei Dreiecks- 
winkel 

(3 — 1) + (7 — 6) + (9 — 8) — 180 = . . . (1) 

Da das Dreieck eine kleine Fläche hat, also 
der Exzess zu vernachlässigen ist, was von 
allen folgenden Figuren gilt. 

Tritt der Punkt B hinzu, so ergeben sich 
3 Bedingungsgleichungen, indem der Punkt 
durch 2 Winkel etwa bestimmt ist, während 
5 Winkel für ihn gemessen wurden, nämlich 
je einer bei S, TT, H und zwei an B selbst. 
Diese 3 Gleichungen sind 2 Dreieckswinkel- 
gleichungen : 



(2 — 1)+ (7 — 5) + (17— 16) — 180'^== 
(3 — 2) + (11 - 8) + (16 — 17)— 1800 =, 



. . . (1) 



und eine Seitengleichung, die sich folgender- 
massen ergibt: 

A z/Tj'ori-x ^^^ sin (9 — 8) 
aus A^T^^ folgt: ^^^^.= ^.^;3_^; 

HW _ sin (17 — 15) 
" HB ■" sin (11 — 9) 

HB __ sin (2-1) 
" HS "" sin (17 -16) 

Daher durch Multiplikation: 

HS HW HB 
HW' HB "HS 

_ 8in(9-8).8in(17-15).8in(2— 1) 



Li 



/A 



// WB 



HSB 



= 1 



sin (3 — 1) . sin (11 — 9) . sin (17 — 16) 



. . . . (1) 



Der Punkt B gibt wieder 3 Bedingungs- 
gleichungen, nämlich 

(6-4) +(10-9) +(14-13) -180 = 
(11 — 10) + (13-12) + (18— 15) — 180 = '"^^ 



und 



2lfB BH BW _ 
BH' BW'BM ~" ^ 

jin (5 — 4) . sin (1 1—9) . sin (13 — 12) 
sin (14 — 12). 8in(6 — 5).sin(ll — 10) 



. . . . (1) 
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Welches sind die wahrscheinlichsten Werte Man hat also folgende sieben Bedingnngs- 

der 18 Winkel, und die Koordinaten der gleichnngen: 

übrigen Punkte S, H und TT? • ,, ,„ .. ,. . 

^ (3—1) + (7 — 6) + (9-8) —180 = 

(2-1) -f (7-5) -f(17— 16) — 180^0 

(3-2) +(11-8) +(16 — 17) — 180 = 

(6—4) +(10—9) +(14 -13) -180 = ' ' 

(11 - 10) + (13—12) + (18 — 15) — 180 = ö 

sin (9 — 8) .sin (17— 15). sin (2—1) _ 
sin (3—1) .sinril — 9) .sin (17 — 16) "" 

sin (5—4) .sin(ll— 9).8in(13 — 12) 



Figur 11. 



N. 



lll 




sin(14— 12).Bin (6-5) .sin (11— 10) 

Die Berechnung ergibt nun: 

(3-1) = 35^ 24' 39"+ e,— «^ 
(7 — 6) = 90» 45' 11"+ e^- «« 
(9 — 8) « 53<>50'15"+g,— £, 



= 1 



ISO"» 5' + €8 + «7+«9— «l" 

— fi+g, — ga+gy — g8+g9+5 



«•- h 



= 



(2-1) = 11» 49' 47" +e,— fi 

(7—5) =148*43' 13" +«,— «6 

(17— 16) = 19*26'57,5"+c„— g,> 

179* 59' 57,5"+ 8, + ^t^iti—^t— 



«»-«H 







(3—2) = 23* 34' 52" +«8— «« 
(11 — 8) =106« 58' 38" +8,1— g« 
(16 — 15) = 49*26'42,5"+g,e— g,6 

180* 12,5"+ gg + ga+ «le- *$— ««-«u 

— gg+gfl— Pe+gn— -^6+816+12,5 =0 

(6—4) =97*18' 9"+gc— 84 

(10—9) = 32* 34' 19"+ 8,0— «9 
(14-13) = 50* 7' 19"+ 8^4— 81, 

179* 59' 47"+ 8e+ 8,0+ 6,4— 84—89-8,, 

— g4+8a— 8fl+8^o — 8,a+8^4 — 13 = 

(11 — 10)= 20*34' 4"+8ji-8,o 
(13—12) = 35* 51' 23"+ 8,,- 8^, 
(18 — 15) = 123* 34' 33"+ 8,8— 8t, 

180* +8,i+8„+8,8-8,o— 8,,-«« 

Die zwei letzten Bedingungsgleichungen b^ 
handeln wir logarithmisch, und sie ergebeo: 



8) + log sin (17 
•1) + log sin (11 



15) + log sin (2-1) 
9) + log sin (17— 16) 



log sin (9- 
log sin (3 

und 

log sin (5—4) +log6in(ll— 9) + log(13— 12) = 
log sin (14 — 12) + log sin (6— 5) + log sin (11-10) 
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£rkl. 29. Für die Gleichung Es ist 

log sin (a+e'O = log sin a+t A log sin a (9 — 8) = 53« 50' 15" + f^ —8, 

= log sin of-f log e sin 1" ctg a . f " f 17 — 15) = 68^ 53' 40" + «j^— (,^ 

wenn c" m Sekunden gegeben ist, sehe man „ ' __ qc# o>i/ qq// _l 

den Beweis in der Anmerkung 20 nach. lo — i) - öiy ^4 dy + ^3 — fi 



also 



(11—9) =53* 8' 23" +8i,-f, 
(17-16) = 19»2G'57,5"4-f,7— fifl 



log sin (9—8) =9,9070601+ 15,4 («g—fj 
log sin (17 — 15) = 9,9698438 + 8,1 {e^^ - f^^) 
log sin (^2-1) =9,311 7625 +100,5 (fo — M 

9,1886659 + 15,4 (e^ — fg) + 8,1 (f,,- f ,5) + 100,5 (f« - s,) 

log sin (3 — 1) =9,7630049+ 29,6(€3— «,) 

log sin (11 -9) =9,9031446+ 15,8 («„-»j) 

log sin (17 — 16) = 9,5224086+ 59,6 (f,T — f,e) 

9,1885581 + 29,6 (t, — f ,) + 15,8 (f „ - f g) + 59,6 (f „ - f»«) 

— 70,9 g,+ 100,5fg-29,6f3-15.4f9+31,2g,- 15,8^1-8,1 £„+59,6 g|a — 61,6 F^,+ 1078 = 

(5—4) = 89« 20' 7" + 0, ^ f^ 
(11—9) = 53<> 8' 23" + e^,— f. 
(13 — 12) = 35* 51' 23"+ 8,3 — F„ 
(14—12) = 85«58'42"+'f,4— «,2 

(6—5) = 57<» 58' 2" + f« — f 5 
(11-10) = 20*34' 4"+F„-F,o 

log sin (5—4) = 9,8019914 + 25,6 (f^ — s^) 
log sin (11—9) = 9,9031446 + 15,8 (f,,— e,) 
log sin (13 — 12) = 9,7677165 + 29,2 (g„—F,,) 

9,4728525 + 25,6 (f. — fJ + 15,8 (f,,— f,) + 29,2 («„— f«) 
log sin (14— 12) = 9,9989298+ 1,5(f,4— f,,) 
log sin (6—5) = 9,9282651 + 13,2 (f« — f») 
log sin (11 — 10) = 9,5456969 + 56,1 (f„— s^^) 

9,4728913 + 1,5 («,4- ^2) + 13,2 (f.- f^) + 56,1 (f,,- b,^) 
— 25,6 F4 + 38,8 Fg— 13,2 Fe— 15.8 Fp+ 56.1 f^,— 40,3 e,,— 27,7 F|,+ 29,2 f„— 1,5 f^— 888 = 

Da die 5 Bedingungsgleichuugen , welche 
die Wiukelgleichnngen ergeben, die CoSffi- 
cienten + 1 haben, während die Seitengleich- 
ungen zweistellige Goefficienten haben, so ist 
es unpraktisch, die Gleichungen in diese Form 
zur Berechnung der CoSfficienten der Xorre- 
latengleichung zu nehmen. Man macht besser 
vorerst die Goefficienten von derselben Ord- 
nung, dadurch, dass man die 5 ersten Gleich- 
ungen mit 10 multipliziert und die zwei letzten 
jede durch 10 dividiert. Dadurch werden die 
Gleichungen : 

1) — lOf 1 + IOfs - lOFe + IOF7 — lOFg + IOF9 = — 50 

2) — IOF4 + IOf« — IOF9 + IOfjo— 10fi,+ 10fj4= 130 

3) — lOe, + IOfj — lOFg + 10f,j— 10f„+ 10F,e= - 125 (1) 

4) — IOf, + IOfo — IOF5 + lOFy — 10fu+ 10Fjy= + 25 

5) — IOF1.+ 10f„— 10f,5+ 106„— 10c,8+ 10f,8= 

6) — 7,09fci + 10,05f2— 2,968, — l,54Fe + 3,12Fg — l.SSr^i — 0,81f,8 + 5,96f„— 5,15«^^ = — 107,8 

7) —2,5654+ 3,88fj— 1,32fo — l,58F9+5,61eio— 4,03e,t— 2,77f,,+ 2,92f„— 0,158i4= 33,8 
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Aus diesen Gleichungen erhalten wir die 



Tabelle I. 




6 



8 



10 11 ' 12 I 13 ! 14 , 15 16 17 18 



Ä2 

ÄS 



h 



6 



n-j 



10 


■ 


+ 10 


• 


• 


10 


+ 10 


-10 + 10 


• 


• » 


• 


10 


. 


+ 10 


• 


. ' 10+10 


■ 


- 10 +10 


1 

• . • t • 


• 


-10, . 


• 


10 


+ 10 


1 

• 


-10 


• 


+ 10 


» 


■ ■ 
1 


• 


• 


■ 


• 


• 


• 


• 


■ • 


10 


-7,09 


+10,05 


-2,96 


1 

• • 

1 


• 


« 


-1,54+3,12 


• 


• 


• 

1 


• 

! 


-2,56 


+3,88 


-1,32 


1 • 

1 


• 


- 1,58 +5,61 



10 1+ lOj 



+ 10! 



+ 10|— 10 

-1,58' 



+ 10 



— 10 -h 10 

. -10 

-10 



+ 10 



t 

• K 



4,03|-2,77i+2,92l-0,15 



-0,81+5,961-5,15 . h. 



und die Fehlerausdrücke durch die Korre- 
laten \y h^ , . , k^ 

fi == — lOÄ'i — IOÄ4— 7,09*6 

i^ =-. — 10*3 + 10*4 + 10,05*0 

£3 = + 10*, + 10*8— 2,96*0 

64 = —10*3—2,56*7 

£5 = —10*4+3,88*7 

fg = — I0*i + 10*8— 1»32*7 

«7 = + 10*1 + 10*4 

fg = - 10*, — 10*3— 1,54*8 

fe = + 10*,— 10*0 + 3,12*6—1,58*7 . . . i2i 

fio= + 10*0—10*5+5,61*7 

fj^ = H- 10*8 4- 10*6— 1>58*6— 4,03*7 

£j2= —10*6—2,77*7 

e,3= -10*2+10*6+2,92*7 

c^4= -f 10*2—0,15*7 

fj6-- -10*3- 10*6- 0,81 Ä-e 

f,6= + 10*3— 10*4 + 5,96*6 

fj7= + 10*4—5,15*6 



'18 



10*, 



N 



Setzt man diese Werte (2) in die Gleich- 
ungen (1) ein, so erhält man die Eorrelaten- 
gleichungen. Man kann die Goefficienten der- 
selben auch aus Tabelle I nach Vorgang d^ 
Abschnittes a durch Aufstellung der Tabelle 11 
erhalten. 

Man erhält so die folgenden Gleichungen: 

+ 600*1 — 200*3 + 200*8 + 200*4 • + 87,9*6 - 2,6*7 = — 50 

— 200 *i + 600 *2 . . — 200 *ß — 31,2 *6 + 53,6 *7 = + 130 
+ 200 *i — . + 600 *3 - 200 *4 + 200 Äv — 62,8 *6 — 40,3 *7 = — 125 
+ 200*1 . — 200 *3 + 600*4 . + 60,3*0 — 38,8*7 = + -^ 

. — 200 *8 + 200*3 . • + 600 *6 — 7,7 *6— 39,5*7 = t* 
+ 87,9*1 — 31,2*0— 63,8*3 + 60,3*4 — 7,7 h^ + 237,3*6 + 1,4*, = — 107,8 

— 2,0 *, + 53,6 *o— 40,3 *3 — 38,8 *4 - 39,5 *6 + 1,4 *6 -f 89,8 *7 = + 38,S 

Wir stellen unsere Schemata auf behufs 
Auflösung der Korrelatengleichungen, wobei» 
wir auch die Kontrollgleichungen berücksich- 
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tigen, also die Summen aas den Co@fficienten 
und der rechten Seite der obigen Gleichungen 
in die letzte Spalte setzen. 



Schema I. 



' ^-1 


kf^ 


k^ 


h 


h 


^'G 


Ä'7 


1 
1 
1 




1 

600 


200 


+ 200 


1 

+ 200 




+ 87,9 • 


2,6 


— 50 


835,3 


1 

i 


— 0,8 


+ 0,3 


+ 0,8 




+ 0,U6o 


- 0^0048 


— 0,088 


1,89310 




-600 






200 


31,2 


+ 53,6 


+ 130 


352,4 


— 200X 


+ 66,6 


— 66,6 


— 66,6 




— 29,30 


+ 0,86 


+ 16,6 


— 278,43 






600 


-200 


+ 200 


-62,8 


-40,3 


1 
1 

■ —125 


571,9 


1 

, -»-200 X 

1 

1 

t 




+ 66,6 


+ 66.6 




+ 29,3 


— 0,86 

1 


1 - 16,6 

1 
1 
1 

1 


+ 278,43 


1 
i 

1 
1 






600 




+ 60,3 


38,8 


+ 25 


646,5 


+ 200 X 

1 

1 






+ 66,6 




• + 29,S 


— 0.86 


1 — 16,6 


+ 278,43 


1 








600 


-7,7 

• 


-39,5 





552,8 

1 


OX 
















1 
1 
1 
1 

1 
1 












+ 237,3 


+ M 


i 107,8 


177,4 


+ 87,9 X 

1 










+ 12,87735 


-0,38089 


1 — 7,3249 


+122,371449 

1 


1 










• 


+ 89,8 


+ 38,8 


62,4 


-2,6X 












+ 0,01126 


+ 0,2166 


- 3,61963 


835,3 


352,4 


571,9 


646,5 


552,8 


177,4 


02,4 


1 

1 


1 

Kontrolle 



Aus diesem Schema erhalten wir in üblicher 
Weise das Schema II, wobei die Kontroll- 
gleichungen genau erf&llt sind, da im Schema I 
nicht mit Logarithmen gerechnet wurde, und 
die periodischen Dezimalbrüche (durch einen 
Punkt über der letzten Ziffer bezeichnet) be- 
rücksichtigt wurden. 
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Schema II. 



2 



Ä- 



h 



k 



6 



Suou&e 



533,3 
1 



+ 66,6 

+ 0,1260000 

0,0969100-1 



4-66,6 

+ 0,1950000 
0,0969100—1 



— 200 

— 0,8760000 

0^,5740818-1 



-1,9 
—0,0085625 



0rt,55l7649— 3 



+ 52,73 
+ 0,0988750 

I 
I 

0,9960866—2 



+ 113,3 1 + 630,83 

+ 0,2125048 +1,U881! 



0,8278689—1 



<Mr»iS 



+ 66.6 X 
1,828908 



533,3 

+ 8,3 



266,6 

+ 8,3 



+ 200 j — 92,1 



71 



0,9208187 



0,9208187 



-26,0 



-0,2376 



— 39,43 ; - 108,3 

+ 6,5916 ' +14,16 



1., 3979400 ; 0., 8766686-1 



0,8189952 



1,1612776 



+ 293,46 

+ 7t,BNS 



+ 66,6 X 
1,8239087 



533,3 

+ 8,3 



0,9208187 



- 26,0 



1,^,8979400 



+ 31,0 
— 0,2875 



„,8766636— 1 



— 37,93 +41,6 



+ 6,5916 



0,8189952 



+ 14,16 



1,162776 



+ 368,06 
+ 78.86423 



13 



-200 X 
2,^,301080 



600 
+ 76 

1,8750613 



-7,7 
+ 0,7126 



0,8627849—1 



-39,5 

— 19,775 



1„, 2961165 



+552,3 

42,60096 ' — 2S6,MS< 



1 „,6288989 



-1,9X 
0,j ,2787686 



224,42265 |+ 1,78089 -100,475 i+ 55,0205 

+ 0,006769 -0,187862 j —0,408760 



0,8806086—31 0n,2738401-l! 0,^,6061225—] 



— 2,Sinu 



OJ^S5Ufi6t 



US I 



+ 62,78 X 
1,7920862 



+ 89,78873 ' +38,583 



+ 6,214008 
0,7171717 



+ 11,20609 
1,0494541 



+ 680,83 



+ 293,46 +368,06 | +552,8 



+ 66,019^. 

+ 62,17« ■ 

■ 

i,7«umi 
-I 



+ 55,02855 + 66,01963 
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log 66,6 
log 533,3 



1,8239087 
2,7269987 
0,0969100-1 


log 200 = 2,^,3010300 
2,7269987 
0„ ,5740313-1 


log 1,9 — 0^,2787536 
2,7269987 
0^,5517549—3 


0,125 


— 0,376 


— 0,0035625 




log 113,3 = 2,0543676 
2,7269987 
0,3273689—1 


log 630,83 = 2,7999146 
2,7269987 




0,0729159 




0,2125048 


1,182812 



log 52,73 = 



1,7220852 

2,72699^ 

0,99508ö-t 

0,098875« 



\ 



lu dieses Schema ^vurden auch die eBi* 
sprechenden Logarithmen eingetragen, vi 
zwar sind die zweiten kleinen gedrucbfl 
Zahlen die Logarithmen der über üiitfl 
stehenden kleinen gedruckten Zahlen« 1d '^ 
ersten Spalte links stehen die Zahlen, ^ 
denen je die Zahlen der zweiten Zeile du 
ersten horizontalen Reihe zu multiphaer« 
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sind« Unter denselben stehen ihre Logarithmen^ 
die zu den Logarithmen der ersten Horizontal- 
reihe addiert die Logarithmen der folgenden 
Reihen ergeben. Das im Anhang folgende 
Schema mit allgemeinen Coöfficienten ergibt 
klar die Art ^wie die Zahlen in dem Schema II 
sich verteilen. 

Ans dem Schema II erhalten wir das 



Schema in. 



18 II 



^8 


h 


h 




k, 

1 


Summe 

214,612500 

+ 0,408786 

0,6114967—1 


525,0 

1 


— 275,0 . 

— 0,S88809 

0„^71917S4— 1 


+ 225,0 

+0,488871 

0,6820282—1 


-91,862500 

- 0,174876 

0,1^2429790—1 


-46,025000 ' 

— 0,087687 

1 
1 

0„,9428845-2 


- 122,5 

-0,888888 

0,1,8679768—1 


-276 X 
3^4808827 


525,0 

+ 144,0476 

2,] 686061 


+ 25,0 
~ 117,8671 

2.0718559 


+ 31,237500 

+ 48,11866 
1,6823117 


-44,525000 ! +27,5 

+ 24,10883 +64,1666 

1 , 
1 

1 

1,8821672 ii 1,8078096 


289,212500 

— 112,4161 

^,^0608284 


i 

+ 225 X 
2,3621825 




525,0 

+ 96,42882 
1,9842067 


— 8,412500 

— 89,86926 
1^6951615 


19,725000 
— 19,726 

1 

1-2960170' 

^ 1 


+ 42,500960 

— 52,6000 
1,^7201698 


789,363460 

+ 91,97679 
1,9686782 


1 

— 91,8626 X 
1^9681887 






224,415891 

+ 18,07876 
1,2061177 


+ 1,968762 

+ 8,068287 

1 

0,9069782 


- 100,071241 

+ 21,4846 

1 

1,8811155 

1 


57,275912 

— 37,66210 
1„^6746844 


- 46,026 X 
1„^6689988 


( 

i 

1 

1 


1 
1 
1 

i 


84,574725 ' 

+ 4,034868 
0,6058288 


+ 27,377240 

+ 10,78917 

1 
1 

j 1,0809706 


3,645727 

— 18,81486 
1„ 2744895 


214,61243 


289,21243 


789,3624 


57,275894 


3,64599 

,1 
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log 275 


= 2^,4393327 


log 225 = 2,3521825 


log 91,8625 = 1„,9631383 


log 525 


— 2,7201593 


2,7201593 


2,7201593 




0„,7191734-1 


0,6320232—1 


0„ ,2429790-1 




— 0,628809 


0,428571 


— 0,174976 


46,025 


— 1„,6629938 


log 122,5 = 2^,0881361 


log 214,6125 = 2,3316550 




2^,7201593 


2,7201593 
0„,3679768— 1 


2,7201593 




0,9428345—2 


0,6114957-1 




— 0,087667 


— 0,233383 


0,408786 
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Schema IV. 



380,9524 
1 



4- 142,8571 
■f 0,375 



- 16,88106 
- 0,044813 



h 



0,5740310—1 0„ ,0466289—2 



-68,633333 j|- 36,666666 
—0,180162 -0,096250 



Summe 

401,62844 
1,054274 



0„,2656643-l i 0„,9834006— 2| 0,0229535 



+ 142,8571 X 
2.1549018 



428,571180 

+ 53,57137 
1.7289328 



-f 30,956760 

— 6,380396 
0^,8014807 



+ 95,000960 

26,73754 ' —13,7500 



1^,4105661 



1„, 1388023 



697,386000 

-i- 150,6105 
2,1778553 



-16,88106 X 
1^,2278997 



208,342131 

H- 0,748046 
0,8739286—1 



- 6,084525 

-f- 3,041333 
0,4830640 



121,505841 

+ 1,624801 
0,2108002 



94,827465 

— 17.797276 



1„,S6Ü8532 



80,539867 

+ 12,865160 



-68,63 X 
1„, 8365361 



Aus III ' -401,6286 




- 16,638070 

+ 8,605956 



22,460079 

— 72,368330 



log 142,8 ... — 2,1549018 
log :^80,9 . . . = 2,5808708 



log 16,8 . . . = 1„,2273997 

2,5808708 



log 68,6 . . . = 1^,8365351 

2,5808708 



0,5740810—1 

0,376000 

log 36,6... = 1,, 5642713 

2, 5^^08708 



0„ ,2556643-1 



0,^6465289—2 

— 0,044313 —0,180162 

log 401,6 . . . == 2,6038243 

2,5808708 



0„ ,9834005 -2 

—0.096260 



0,0229535 

1,064274 



Schema V. 



h 



k 



374,999810 + 37,287156 

1 + 0,099432 

0,9975281—2 



A-7 
+ 25,737540 

+ 0,068633 



+ 108,750960 

+ 0,t90003 



0,8365369—2 0,4624019—1 



Summe 



546,775466 

1,458068 

0,163777» 



4-37,287156 X 
1,5715593 



207,594085 

+ 3,707552 
0,5690874 



-9,125858 1-123,130642 

+ 2,569148 ' + 10,81387 
0,4080962 i 1,0389612 



112,6247411 

+ 5i,867! j 



1,7363: 



\ 



Aus lY 



+ 25,73754 X 
1,4105671 



68,174707 

+ 1,766456 
i 0,2471030 I 



+ 10,032115 

+ 7,468955 
0,8729690 



94,8185' 
+ 37,52710 

l,57434i 



546,7755 112,624725 94,818409 



Kontrolle 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ansführliche Prospekt und das ausführliche In- 

haltsyerzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten and gut brochiert, am den sofortigen and dauern- 
den Gebrauch za gestatten. 

3). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
and Erklftnmgen am Schiasse desselben. 

S). Aof jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte za dem Abonnementspreise von 2ÖPfg. pro Heft. 

6). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aua dem Prospekt ersiohtlioh, ohne jede Bedeutung für 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, i^e Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefiflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aUer Schulen, das 
beste Handbuch fOr Lehrer und Examinatoren, das vonüglichste Lehrbuch 
sum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch fflr Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollstBndige 

Inhaltsyerzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjahrlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte, 



Drnck von Carl Hammer in Stuttgart. 



986. Heft. U^^^ Uch d« Me«jode^der «eiBsten 

Ätt> JPSFk I Forts. V. Heft 939. — Seite 145—160. 

Mit 6 Figuren. 
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Aufgaben - Sammlung 

- nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht — 

mit 

in^be und Entilcklniiii der benutzten Sätze, Formeln, Regeln In Fragen ond intw orten 

erl&utert durch 

viele Eolzsclinitte & lithograph. Tafeln, 

aus allen Zweigen 

der ReeheDknnsty der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen a. iphariBchen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) n. hSheren Mathematik ihöhere Analysis^ 
Differential- n. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
ans allen Zweigen der Physik, Meehanik, Oraphostatlkt Chemie, Geod&sie, Nautik, 
mathemat» Geoirraphle, Astronomie; des Maschinen-, Straften-, Gitsenbahn-, Wasser«, 
BrVeken- u. Hochban's; der Konstmktlonslehren als: darsteli. Geometrie, Polar- n. 

Parallel-PerspectiTe, Sehattenkonstmidionen etc. etc 

fflr 

Scbfller, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Hlilit&rs etc. 

zum einzig riclitigen und erfoigreiclien 

^Studium, zur Forthfilfe bei Schularbeiten und zur rationoll en Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben yon 

l>r« Adolph BLIeyer^ 

IMathematikor, Tereideter kOnIgl. prensi. FeldmeBser, vereidotor groasb. hessiachar Gooineter I. Klasse 
^ in Frankfurt a. M. 

I unter Mitwirkung der bewährteslen Kräfte. 

Au§;g^leich$sreehnung^ 

I nach der Methode der kleinsten Quadrate. 

i Nach System Kleyer bearbeitet von Dr. K. J. Bobek. 

I Fortsetzung v. Heft 939. — Seite 145 — IGO.*" Mit 6 Figuren. 
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Das vollsttndige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



PROSPEKT. 




Dietei Werk, welchem kein ähnllGhes znr Seite steht, erscheint monfttUch in 
Heften sn dem billigen Preise tod 25 ^ pro Heft nnd bringt eine Sammlang der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben aas dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Meehanik, math« Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brtieken- nnd Hoohbanes, des konstraktiTon Zeichnens etc. etc. und zwar in ToUstftBdlg 
gelöster Form, mit yielen Fignren, Erklärungen nebst Angabe und Entwlckelimg der 
benntsten Sätse, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die LAsnnf 
jedermann verst&ndlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grossere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergftnien und alsdann auch alle 
Teile der reinen and angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen LOsnng (in analoger Form, wie die bezfiglichen gelösten Aufgaben) des Studierende 
aberlassen bleiben, nnd zugleich Ton den Herren Lehrern fbr den Schulunterricht benntit 
werden können. — Die LSsnngen hierzu werden spftter in besonderen Heften fftr die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeneleh- 
nis, Beriohtlgnngen und erlAntemde ErklSmngen fiber dasbetreffende Kapital zur Ausgabe. 
Das Werk behandelt zun&chst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwiBseo- 
Bchafüichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsohnlen I. nnd 11. Ord., gleleh* 
berechtigten beeren Bflrgersehnlen, Prlyatsohnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pr»> 
gymnasien, Sehnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkaehnlen, 
Gewerbesehnlen, Handelsschulen, teehn. Yorbereitungsschnlen aUer Arten, gewerblkke 
Fortbildnngsschnlen, Akademien, üniTersit-ftten , Land- nnd Forstwissenschaltssehnlen, 
Militärschnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als i. B. für das EinjShrlg-Frei- 
wlUige- nnd Offlaiers-Examen, etc. 

Die Sehfller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, teclmischen nnd 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese. Schritt für Sehritt gelSste, Aufgaben- 
sammlung immerwiUirend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien et& 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der^ 
fenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prflfnngen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die flberans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine krftftige Stiltae fßr den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen TeUds der mathematischea 
Disziplinen — zum Auflösen Ton Anfgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
öbrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen h&uslichen Arbeiten eine yoU- 
st&ndige Anleitung in die H&nde gegeben wird, entspreehende Anfgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sfttze etc. anzuwenden und praktisch zn yerwerten. Lnst^ Liebe 
und Terstilndnis fflr den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Mi**^«^ 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Anffrischnng der erworbenen und vielleicht verget a 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bei 
zweigen Torkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihea 1 
somit den Antrieb zu weiteren pralctlschen Yerwertnngen und weiteren Forschungen g 
Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige nnd praktische 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der N' & 
verbreitet. — Wfinsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, ninunt der Yerfi ', 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen nnd wird derer v-^-^'- { 
thnnUchst berficksichtigt. 

Stattgart Die Yerlagslu^niiii 
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log 37,28 . . . 
log 374,9 . . . 



1,5715593 
2,5740312 



log 25,73 . . . = 



1,4105671 
2.5740312 



log 108,7 . . . = 



2,0364331 
2,5740312 



0,9975281-2 




0,8365359—2 


0,4624019—1 


0,099432 




0,068633 


0,290008 




log 546,7 . . 


. = 2,7378091 
2,5740312 





0,1637779 

1,468068 



Schema VI. 



Aus V 





k, 




Summe 


203,886533 

1 


- 11,685006 

— e,Oft7911 

1 
0^7682404-2 


- 133,944012 

• 

0„^8 176848— 1 


58,257515 

0,SS57S5 

0,4669642—1 


— 11,685006 X 
1„^0676289 

1 


66,408251 

+ 0,669688 i 

1 

0,8268698—1: 

1 


+ 2,568160 

+ 7,676607 
0,8861637 


57,291405 

- 8,888820 
0„^5286931 


58,257511 


57,291404 

1 




Kontrolle 



log 11,68 
log 203,8 



1^,0676289 
2,3093885 



log 133,9 ... 2^,1269233 

2,309888^ 
0^ ,7582404- 2 0„ ,81 75348 -1 

— 0,067311 — 0,666964 



log 58,25 . . . 



1,7653527 
2,3093885 



0,4559642-1 

0,285786 



Schema VII. 



Aus VI 



k, 



Summe 



_ . L __ 



65,738568 
1 



5,108347 

- 0,077707 



60,630221 

0,9S2298 



60,630225 



Eontrolle 



log 5,108 
log 65,73 



0„, 7082804 

1,8178202 

\ ,8904602-2 

— 0,077707 



log 60,63 . . . = 



1,7826891 
1,8178202 



0,9648689 

0,922293 



-1 



Wir erhalten daher folgendes reduzierte 
System von Eorrelatengleichungen aus den 
ersten Reihen der Schemata: 



k^ + 0,375 k, — 0,044313 Ir^ — 0,180162 k^ 
Äs- 0,523809*4+ 0,428571 k^— 0,174976*« — 0,087667*7 
*,+ 0,125*s+ 0,125*4 - 0,375*6 — 0,0035625*«+ 0,098875*^ 
*^— 0,3*4+0,3 *R +0,3*4 . + 0,1465 *e - 0,0043 *7 

B o b « k , Antglelehirechnnng. 



yfe, = - 0,077707 

*e- 0,057311 *7 = — 0,656954 

*6+ 0,099432 *e + 0,068633 *7= +0,290003 

; — 0,096250 , 
-0,23 
+ 0,2125048 
— 0,083 
10 



.(3) 
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Gelöste Aufgaben. 



•v 



Durch successive Substitution findet man: 

it>= —0,0777 

*,= —0,6614 

*,= 4-0,3611 

k^= -0,2750 (4) 

Ä, = - 0,6547 

*,= +0,4694 

Ä,= +0,4796 

Setzt man diese Werte aus (4) in die 
Gleichungen (2) ein, so erhält man: 

die Quadrate: 

s^ = +2,65 7,023 

£, = —2.85 8,122 

«, = +0,21 0,044 

P4 = —4,49 20,160 

fi. = +2,45 6,003 

«e = 0,00 0,000 

6, = +2.05 4,202 

e. = +2,77 7,673 

fe = -1,84 3,386 .5^ 

s],== +0,65 0,422 ^^^ 

«,,= —1,58 2,496 

«„«-3,40 11,560 

«„=-1.31 1,716 

«,,= +4,71 22,184 

e,,= +3,47 12,041 

«"= -7,74 59,908 

g,,= +0,66 0,436 

s\l = - 3,61 13,032 

[bb] = 180,408 

Berechnet man die [ee] nach der Gleich- 
ung (11) Seite 109 [»«J = [kw]y so wird 

Ä,u7j = — 23,980 
Ä,u;,= +61,022 
Ä,a;, =:^ +81,837 
k^w^ = — 6,875 
ÄjWft = 0,000 
Ä.u;^= +71,299 
kjw^ = — 3,015 
[kw] = 180,288, 

also hinreichend übereinstimmend mit [««], 
was eine Kontrolle der ganzen Kechnung ist 
Für den Durchschnittsfehler findet man 
nach Formel 34 

Aus den Werten (5) der Fehler e ergeben 
sich die Winkelwerte folgendermassen: 

A WBM: 

2i W=z 20* 34' 1,8" (11—10) 

„ B = 123« 34' 33,1" (18—15) 

„ M == 35<>51'25,1" . .... (13—12) 

180* 
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^^ H = Sr 20' 13,9" (5-4) 

„ B = 54<^ 40' 56,0" (18—17) 

„ A/ = 85« 58' 50,1" (14—12) 

4 77 = 57« 67' 59,5" (6—5) 

„ B = 68<>53'37,2" (17-15) 

„ TT« 53* 8' 23,3" (11—9) 

180^ 

^ SBW 

2j; 5 = 23° 34' 55,1" (3—2) 

„ 5 = 49* 26' 31,3" (16-15) 

„ Tr= 106* 58' 33,6" (11-8) 

ISO» 

^ 5 c= 35« 24' 36,6" (3—1) 

„ W=z 53» 50' 10,4" (9—8) 

„ Ä = 90» 45' 13,0" (7—6) 

18Ö» 

Wir berechnen nnn die Längen der Seiten 
M W, MB. und TTS, um aus diesen Längen 
sodann die Koordinaten der Punkte W, H, S 
zu erhalten. Es ist nach dem Sinussatze 
(vergl. Kleyers Lehrbuch der ebenen Tri- 
gonometrie) 

sm (11—10) 

sm (5—4) 

WS — BM sin ( 1^ - ^2) sin (17—15) sin (7—6) 
"■ •8in(ll-10)8in(6— 5) sin(3— 1) 

Berechnung von WM: 

log J5M = 2.4922916 
log sin (18—15) = 9,9207254—10 

12,4130170—10 
log sin (11— 10) = 9,5456844-10 

log W M = 2,8673326 

Berechnung von HM: 

logBM = 2,4922916 
log sin (18-17) = 9,9116679-10 

12,4039595-10 
log sin (5 -4) = 9,8020092—10 

log H M = 2,6019503 
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Gelöste Aufgaben. 



Figur 12. 




UsT 



Berechnung von WS: 

log BM= 2,4922915 
log sin (13—12) = 9,7677226 
log sin (17—15) = 9,9698415 
log sin (7—6) = 9,9999624 



32,2298200 



log sin (11—10) = 9,5456844 
log sin (6—5) = 9,9282619 
log sin (8—1) =■- 9,7629977 



29.2869440 
log W S = 2,9928760 

Bezeichnet man nun mit BM den Winkd, 
welchen die Seite BM in der Richtung lonB 
nach M mit dem Meridian SN bildet, die 
Pfeile in der Figur 12 beziehen sich auf die 
Bichtnngen, so folgt, wenn X^^, Y^ die 

Koordinaten des Punktes M sind: 



log BM = 



Y^- r, 



_ — 171,889 

"~ 258,779 

log 171,889 = 2,2352481 
log 258,779 = 2,4129290 



log tgJBM=9„ ,8223191 

Der entsprechende Winkel aus der Tafel 
ergibt sich 

33^ 35' 36,0" 
also ist 

BM = 146" 24' 24" 
Da nun 

^BMH^ = (13—12) = 35« 51' 25,1" 

ist, so folgt: 



und 



= 110« 32' 58,9" 
Ebenso folgt: 

~HM = BM— ^ BMH 
= 60» 25' 33,9" 



WS = Trjf-(i8o— -^iifTr^ 



= WM -{'<CM WS— ISO 
= 16» 57' 30.8" 

Für die Koordinaten der Punkte folgen 
nun die Gleichungen: 



^ 



X^r -Xj^= WM . sin WM; Y^^ — Yjf = WM . cos W}1 
^H — -^if = ^^^ • sin BM-, Yjj — Yjv= ^M . cos HU 
Xs - -^Tf = WS, sin W^', Ys '-Yy^=^ WS . cos wt 
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nnd daher ergibt sich die folgende Bechnung 



log WM =z 2,8673326 
log sin WM = 9,9714465 



log WM = 2,8673326 
log cos Wm = 9„,5453315 



Xjf^^X^ 



2,8387791 
689,8888 



2^,4126641 



Y„^ Yj^ = — 258,6212 



log HM = 2,6019503 



log HM = 



log Bin HM = 9,9393793 log cos H M =. 



2,6019503 
9,6934091 



2,5418296 
^B- ^M = 347,800 

log WS = 2,9928760 



log WS = 



2,2953594 
197,4055 



Y Y 

^ s ^ w 



log sin WS = 9,4649064 log cos WS = 

2,4577824 
A'^— X^ = 286,934 

Da nun 

Xjj = 4405,257 

gegeben ist, so folgt: 

X^^ 5095,146 
Xff = 4753,057 
Xg ^ 5382,080 



2,9928760 

9,9807022 

2,9735782 
940,975 



YAf-= 






— 10001,227 

' 10259,848 
9803,813 
9318,873. 



Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 88. Bei einem Horizontabschluss Andeutung. Die Lösung geschieht genau nach 

wurden folgende zehn Winkel gefunden, die dem Vorgange der Aufgabe 22. 
in Figur 13 ersichtlich sind: 



^äOB =: 32° 15' 3" 
„ nOEzzz 38« 6' 50" 
„ BOG = 42M6'56" 



// 



^ COD = 120° 15' 1 
„ AOC = 74« 31' 56 
,. BOD =z 162« 32' 0" 
COE =z 158» 20' 53 



// 



u 



T) 



Figur 13. 



„ AOD =z 194M6'54" 
„ AOE=z 232' 52' 48" 
,, 2^ 0£ ='200° 37' 52" 

welches sind die wahrscheinlichsten Werte der 
Winkelgrössen? 
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Aufgabe 39. Zar Bestimmung der Länge 
eines Seknndenpendels wurden folgende Be- 
obachtungen gemacht: 



Ort der 
Beobachtung : 

1) Peru . . 

2) Portobello 

3) Pondich^ry 

4) Jamaika 

5) Petit-Goave 

6) Kap . . . 

7) Formachera 

8) Toulouse . 

9) Wien . . 

10) Gotha . . 

11) London 

12) Arensberg 

13) Petersburg 

14) Pello . . 

15) Ponoi . . 

16) Paris . . 



Oeographiiche 
Breite : 

0<^ 0' 

9*34' 
IP 56' 
18« 0' 
18« 27' 
33» 55' 
38« 40' 
430 36' 
48M3' 
50» 56' 
51« 31' 
58» 15' 
59« 56' 
66» 48' 
67» 5' 
48» 50' 



Beobaohtete 

L&nge des 

Beknndenpendels : 

0,99669 
0,99689 
0,99710 
0,99745 
0,99728 
0,99877 
0,99908 
0,99950 
0,99987 
1,00006 
1,00018 
1,00074 
1,00101 
1,00137 
1,00148 
1,00000 



Andeutung. Die Lösung geschieht wie in der 
Aufgabe 23, wobei das dortige Resultat mit 
dem hier zu erhaltenden verglichen werden 
kann, nachdem die Länge des Sekundenpendels 
für Paris 39,06895 englische Zoll angenommea 
wurde. 



Hiebe! ist die Länge des Sekundenpendels 
für Paris als Längeneinheit vorausgesetzt, wie 
aus der letzten Zeile ersichtlich. Wenn nun 
die Formel 

L = A -{• B sin* <p 

gilt, in der ^ die geographische Breite, L die 
Länge des Sekundenpendels bedeutet, welches 
sind die wahrscheinlichsten Werte von Ä 
und Bf die sich aus den 16 Beobachtungen 
ergeben ? 



Aufgabe 40. Welches ist der wahrschein- 
liche Fehler der Konstanten A und B in der 
vorhergehenden Aufgabe? 



Andeutung. Vergleiche hiezu die Aufgabe 26^ 



Aufgabe 41. Wird das Volumen einer 
Quecksilbermenge bei » Temperatur = 1 ge- 
setzt, so fand Regnault 

bei 50» das Volumen = 1,009013 
„ lOO'» „ „ = 1,018153 



„ 150« „ 


n 


— 1,027419 


» 200» „ 


n 


= 1,036811 


„ 250« „ 


7i 


= 1,046329 


„ 300" „ 


n 


- 1,055973 


„ 350« „ 


n 


= 1,065743 



Aus diesen Beobachtungen ist die Formel 
zu finden, welche die Abhängigkeit des Volumen 
von der Temperatur angibt. 



Andeutung. Man setze als Form der Funktion 
einfach 

17 = l + At + Bt* 

wobei t die Temperatur in Graden, v das V(h 
lumen in Einheiten des Volumens bei 0» ist 
Die Konstanten A und B sind zu bestimmen. 
Um grosse Zahlen zu vermeiden, setze man 

100 A = X 
10000 5 == y 

so dass die Fehlergleichungen die Form 

" - ^ = ^ (loö) + •'■' (100)" 

annehmen. 

Sodann wird genau so verfahren, wie in Auf- 
gabe 26. 
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Aufgabe 42. Man bestimme noch die Ge- 
wichte 7on Zf y^ Zj der Aufgabe 30* 



Aufgabe 43. Ist cT" die Intensität eines Andeutung. Man hat bloss // = .x, tg a = a 

elektrischen Stromes, « der Ablenkungswinkel, und / = / zu setzen um die Gleichung : 

den derselbe in einer Tangen tenboussole her- ax =^ l 
beiführt und H die Horizontalkomponente des 

Erdmagnetismus in denselben Einheiten wie zu erhalten, aus der sich die Fehlergleichungen 

J ausgedrückt, so gilt die Relation „ ^ ^ r 

J = H tgcc a^x =: h 

W. V. Freeden wollte die Angaben einer u. s. w. ergeben, deren Auflösung einfach folgt, 
von ihm konstruierten Tangentenbonssole auf Man beachte hiebei, dass den einzelnen Fehler- 
chemisches Maass reduzieren. Zu diesem gleichungen Gewichte zukommen. 
Zwecke wurde vom Strome gleichzeitig Wasser 
zersetzt und J in Cubikcentimeter Knallgas 
angegeben. Hiebei ergaben sich folgende 
Werte: 



Anzahl der 
B eobAchtiingen : 


Knallgas in 
CO Sekunden: 


Mittlerer 
Wert von 


r: 


J: 


of: 


3 


23,58 


29^ r 


3 


20,67 


25° 55' 


3 


17,83 


23° 0' 


2 


14,50 


19° 0' 


3 


10,08 


14° 10' 


2 


4,63 


9° 8' 


1 


10,25 


14° 15' 


1 


14,00 


16° 0' 


1 


17,50 


21° 0' 


2 


21,00 


24° 38' 


1 


24,50 


28° 0' 



Welches ist der wahrscheinlichste Wert 
von Hy der sich aus diesen Gleichungen er- 
gibt? 



Aufgabe 44. Bei einer Triangulierung Andeutung. Die Lösung geschieht wie die 
wurden die Winkel A, J?, C eines Dreieckes der Aufgabe 31, nur muss beachtet werden, dass 

wiederholt geraessen. Es ergab sich ^^^ ^l^if,^'^«®^ ^ ^^ ? Seite 107 und 108 des 

° ° Abschnittes ß) zu benutzen smd, da den drei 

2iA =1 SV 21' 43,36" bei 70 Repetitionen Beobachtungen die Gewichte j?i= 70, p. = 101, 
21 B = 25° 16' 28,85" „ 101 ^ ^'3 = 85 zukommen. 

21 C ^ 73° 21' 46,35" „ 85 „ 

Die Seite A B des Dreieckes war 25786,34 
Meter lang. Welches sind die wahrschein- 
lichsten Werte der drei Winkel? 



Aufgabe 45. Bei einer Triangulierung Andeutung. Man bezeichne die Verbesse- 
wurden im Vierecke AB CD alle Winkel rungen, die an die Winkel anzubringen sind, 
gemessen. Die den Seiten (Figur 14) bei- ^^^ ^^^^^ °*^^ ^^^ *i» ^2 • • • *i2- I>ann folgen, 



152 



Ungelöste Aufgaben. 



gefügten Zahlen sollen sich auf die Winkel 
beziehen. Es wurden nun durch Beobachtung 
gefunden auf der 



// 



Station A: 

Winkel 1. 0^ 0' 0" 

2. 80^ 57' 24" 

3. 120* 47' 54 

Station B: 

4. 0° 0' 0" 

5. 26« 50' 40" 

6. 55» 53' 55" 

Station C: 



180«= {3+f,) 

180'^= (2+62) 
180°=(3 + fa) 



wenn wir die Dreiecke klein annehmen, so dass 
der sphärische Exzess Kuli ist, die folgenden 
drei Bedingungsgleichnngen 

-(2-f-«2) + (6+€e)-(4+«4)+ (8+f«) - (74-f.) 
-(l + fi) + (9+eg)-(8+€a) + (12ffi,)— (10+*u) 
-(l+f,) + (54-f5)~(4+a4) + {12+s„)— (ll+«„) 

ferner folgt noch die Seitenbedingungsgleichung, 
wenn man z. B. die Seite BC =: b ausdrückt 
in das Dreieck BCD und BGA 

__ n sin (11 + ff„ — 10 — g^,) 



b = 



sin(6 + f8 — 5 — fj) 
a sin (12-i-g„— 10 — e,o) sin (3 4- 6«— 2 - 1,) 



8in(2+«2 — 1 — Si)sin(6H-f, — 4 
so dass also 



O 



7. 0» 0' 0" 

8. 84« 15' 37" 

9. 134« 14' 41" 

Station D: 

10. 0« C 0" 

11. 16» 42' 19" 

12. 49« 3' 38" 



= 1 



sin(3-f-g,~-2 — ga)sin(12 + ft,— 10— gi,)sin(64-g6— 5 — gB) _ 
sin(2-i-6, — 1 — cjsin(6-hfe — 4 — f4)8in(lH-fii — 10 — s^o) 

die zu erfüllende Relation ist. Diese wird ganz 
analog behandelt, wie es in der Aufgabe 37 dar- 
gelegt wurde. Die so erhaltenen 4 Bedingungs- 
ffleichungen geben zu vier Korrelaten Anlass. 
durch welche sich c^, f ^ . . . f i« ausdrucken. 



Welches sind die wahrscheinlichsten Werte 
der Winkel? 




Aafg;abe46. Man berechne imYiereck^£^ CD Andeutung. Man berücksichtige die Aufgabe 33 
(Figur 14) aus unter Berücksichtigung der und Anmerkung 30. 
Aufgabe 45 den wahrscheinlichen Fehler der 
Seite A C, wenn 2>-B = 1561,7 m ist. 



Aufgabe 47. Man hat ein Nivellement aus- Andeutung. Man verfahre analog wie bei der 
geführt, bei welchem einzelne Punkte wieder- Aufgabe 36 und löse auch die Xormalgleichung 
holt bestimmt wurden, so dass den Messungen niittels der Näherungsmethode auf. 
verschiedene Gewichte zukommen, die der An- 
zahl Messungen entsprechen, aus deren Mittel 
die folgenden Hohen resultieren. 
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Man fand die Höhe 
des Ortes Ä über dem Meeresspiegel : 142,125 m aus 20 Beobachtungen 



V V 


C 


n 


n 




n 


266,315 „ 


n 


20 


y) 


r> V 


B 


n 


n 


Ort A 


114,606 „ 


V 


10 


V 


»r r» 


C 


r 


r 


n 


^ 


124,175 „ 


rt 


20 


v 


r» r 


D 


V 


r 


r 


il 


117,528 „ 


J7 


9 


n 


r r» 


E 


n 


r» 


r 


A 


107,148 „ 


Y» 


32 


n 


T» *r 


C 


V 


n 


n 


B 


9,589 „ 


n 


10 


» 


r '7 


E 


n 


r 


r 


B 


- 7,452 „ 


n 


15 


n 


n n 


D 


V 


n 


r 


C 


- 6,657 „ 


« 


10 


?» 


•• »• 


E 


rt 


r 


r 


C 


- 17,041 „ 


n 


22 


n 


r « 


P 


» 


51 


•• 


C 


88,204 „ 


» 


20 


n 


r n 


E 


n 


71 


JT 


D 


— 10,374 „ 


?7 


10 


n 


n 17 


P 


n 


n 


J5 


E 


100,250 „ 


V 


10 


r» 


Welches ist die wahrscheinlichste Höhe der 








7 Orte über dem 


Meeresspiegel? 











Aufgabe 48. Man berechne den wahr- Andeutung. Der Vorgang ist ganz analog 
scheinlichen Fehler der in y^ der Aufgabe 32 dem in der Aufgabe 33. 
enthalten ist. 



Angabe 49. Man bestimme die wahr- Andeutung. Die Lösung geschieht ganz analog 
scheinlichen Fehler der Koordinaten der dem Vorgange in der Angabe 33. 
Punkte W, H, S der Aufgabe 37. 



Aafgabe 50. Nachdem bei dem Pfaffen- 
sprungtunnel (Aufgabe 37) . die Punkte U, 
W, S festgelegt wurden durch ihre Koordinaten 
X und Yf handelte es sich um Bestimmung 
zweier Punkte A und E hart an dem Tunnel- 
Ein- und Ausgang (Figur 15), wobei WA 
und WE die Tangenten an die Tunnelcurve 
sind. Eine direkte Messung von A oder E 
nach W war unmöglich, da zwischen den 
Punkten das tiefe Beussthal liegt. 

Zur Festlegung des Punktes A und E wurden 
daher Winkelbeobachtungen in den einzelnen 
Stationen gemacht, und zwar ergab sich 

• 

Figur 15. 




Andeutung. Man bezeichne mit c^ , ^2 • • • €19 
die Verbesserungen, welche mau an die Winkel 
anzubringen hat« aamit sie den Bedingungen 
am besten genügen. 

Nehme ferner nach einer beiläufigen Eech- 
nung die Koordinaten des Punktes E an: 

y^ =—9838,16 + ^1 
A'^.= + 5139,37 -f X, 

und des Punktes A: 

y^ = — 10041,24 + ^J^ 
X^ = 4- 4740,76 + a?. 



an. Dann wird, wenn WE das Azimut der 
Richtung von W nach E ist : 

f^ncr wF - ^mla: - -4 21,68 +.v. 

tang WE - "Y^nx; - "14,23 + 0;, 
WE = 264« 0' 47,0"— 484 x,+ 51 y, 

wobei von der Formel Gebrauch gemacht wurde, 
dass wenn 

y 

tang z = ^- 



A^= - 



s'm^z 



cos•^ 



y AA'+-^Ay 



und wenn z in Sekunden gefunden werden soll ; 
,^_ sin'^ A^ , cos*z A y 



A2"= — 



y sinl 



""^ X *sinl"' 



^ 
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für den Punkt E\ 

auf der Station E\ 

1. HEW = 89« 5' 15,0' 

2. WES = 160 56 5,5 

3. SEH = 109 58 34,5 

auf der Station S: 

4t. HSE = 27M9' 6,5" 
6. ESW =z 8 5 41,0 

auf der Station W: 

6. Ä WE = 10* 68' 21,5" 

7. E WH == 42 51 54,5 

auf der Station H: 

8. WHE = 48'^ 2' 55,0" 

9. EHS = 42 42 18,0 

für den Punkt A: 



auf der 

10. MAB = 

11. BÄfV:: 

12. fFAS = 

13. SAM = 

auf der 

14. ASff^ = 

auf der 

15. SIVA = 

16. Aff^B = 

auf der 

17. H^BA : 

18. ^BM 

auf der 

19. BMA = 



Station A: 

= 60« 0'32,5" 
= 95 7 21,0 
= 80 4 11,5 
= 124 47 58,0 

Station *S: 
= 24<^38'27,5" 

Station W: 

= 75« 17' 16,5" 
= 31 41 19,0 

Station B: 

= 53« 11' 36" 
= 70 23 9,5 

Station M : 
= 49« 36' 14" 



Die Koordinaten der Punkte waren: 



Punkt aS 

B 

M 
H 



n 



n 



Y. . . 

- 9318,900 
— 10259,848 
— 10260,006 

- 10001,227 

- 9803,813 



. . . A' 

+ 5382,080 
+ 5095,146 
H- 4577,146 
+ 4405,257 
+ 4753,057. 



Nimmt man die Verbesserungen x^y^x^yi 
in Centimetem, damit grosse Zahlen Yermieden 
werden, so findet sich 



WE = 264« 0' 47,0"— 4,8 x^-\- 0,5 y^ 

ITE = 174« 55' 33,5"+ 0,5ar,+ 5,3 y, 
also 

^WEH= 89« 5' 13,5"— 5,3 X,— 4,8 y, 

Aus der Beobachtung folgt aber auf der Sta- 
tion E: 

^ WEH = 89« 5' 15,0 + ^ 

also ergibt sich die Fehlergleichung 

«1 = — 5,8 Xi— 4,8 yi— 1,5 

Auf solche Art erhält man 19 Fehlergleichungen, 
aus welchen nach Abschnitt o) die vier Unbe- 
kannten Xiy y^t x^, y^ berechnet werden. 



Man bestimme die Koordinaten der Punkte A 
und E, und ihre wahrscheinlichen Fehler, 
(Schweizerische Bauzeitung Bd. XIII 1880.) 



B^ 
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Aufgabe 51. Von dem Standpunkte ans Andeutung. Bezeichnet man mit z den Fehler 
hat man acht Orte anvisiert nnd dabei die in der Nullstellung mit sc, y die. 

Azimute gefunden für Koordinaten von 0, so ist 

P, . . .4, = 195» 44' 43"mitdenOrdinateniri = — 427,8 y, = + 5813,5 y^t/i _ 

P« . . ^2 = 2240 58' 5" „ „ „ ar, = — 3497,0 y, = + 355,8 x^x^" **°^ ("*• + ^^ 

P3 . . .4, =■ 283« 27' 44" „ „ „ 0*3 = ~ 3667,8 y, «- 2418,5 2 = 12 8 

P4..A = 284<'14'57" „ „ „ rr^ =— 753,3 ^4 = + 3357,9 ' '"' 

F.^..A^ = 246° 27' 45" „ „ „ a^^ ^ — 710,7 ^5 = + 500,5 ^a^ berechnet sich aus; 

Pß . . Je = 248<^ 35' 35" „ „ „ a^e = - 656,5 y« = + 127,9 '^^^^^ ^/^^ /^^«/"^ .^^®f ^- 

D A oßaoKo/Ko.. « « e , iooi»r noo\ ungen, etwa den drei ersten^ 

P, . . J, = 269« 59' 52" „ „ „ x,= + 1986,5 y^ = — 933,4 Nähe^ngswerte för er, y, z 

P^..As== 316° 40' 29" „ „ „ iTg = + 7439,1 ^s = + 1937,1 und findet : 

es sind die Koordinaten a?, y des Standortes x^+ 681,9 =j9; 

und der Fehler z in der Nordöüdrichtung zu .V= +^S52,5 = <7; 

bestimmen , sowie die Fehler dieser Strecke. \ -= 10^ 9' 37"= r 

Setzt man dann: 

*==P + 6, .y = <?+-^, z = r + C 
und 

cr^ — X 69 Xi-'p — i = OTj — 5 

so folgt aus 

tang (Äi — r — C) =i 1 

die Bedingungsgleichungen : 

arctg^^-(2*:i — J,-f r + C) = 

da der Bogen, dessen Tangenten gleich sind,, 
um 2k'K variieren kann, wo k beliebig, hier 
passend so gewählt werden muss, dass 

arctg 2k7z 

in demselben Quadranten liegt, wie Ä^. Ent- 
wickelt man obige Bedingungsgleichung, so folgte 

2 = 1, 2, ... 8. 

Der Faktor -: — r-: bewirkt die Umwandlung 
sm 1" 

der Winkel in Bogensekunden. 

Die weitere Kechnung ist im Anhange II all- 
gemein auseinander gesetzt. 



Anhang L 

Berechnung des ganzen Laplace'schen Integrals. 



400 



fe-^ dt=V^ 



Setzt man 



-fco 

—00 



=/ 



60 ist auch 



J 



^fe-^'dy 



—00 
wobei X und y beliebige Integra tionsvariable sind. 
Es wird daher 



J-= I e-^'^dx.! e-y'dy^ 



—OS —CO 

oder da in dem ersten Integral x die Integrationsvariable ist, kann man auch schreiben: 

+00 -fco 



y« = fdy le^'^-^^dx 



—CO —CO 

-fco +?o 



= /' f e-'^^-y'dxdy, 



so dass J' in ein Doppelintegral übergeht. 

Wir deuten nun x und y als rechtwinkelige Koordinaten in der Ebene, so dass dx.dy 
die Fläche des unendlich kleinen Rechteckes wird, das sich an dem Punkte, dessen 
Koordinaten x und y sind, befindet, und dessen Seiten die Längen dx und dy haben. 

Setzen wir nun 

z = e ' 

und deuten z als dritte ßaumkoordinate, so stellt die Gleichung 

z z=z e ' 

eine Fläche dar, die sich über der ary-Ebene erstreckt (Fig. 16). Und zwar ist die 
a'y-Ebene eine Assyimptotenebene dieser Fläche, indem sich die Fläche glockenförmig über 
derselben bis zum Punkte A {x = Oj y=^o, 2 = 1) erhebt und immer flacher werdend 
sich der a:y-Ebene nähert. 
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Die Fläche entsteht durch Kotation der Cnrve AB in der xz-Ebene um die Achse oz. 
Die Curve AB hat die Gleichung 



2 = 6 



.— x« 



Das Volumen T, welches diese Fläche mit der ary-Ebene einschliesst, ist ge- 
geben durch 



F = / / zdady 



-CO 

(vergl. Kleyer Lehrbuch der Integralrechnung). Also ist 

J»= V. 

Dieses Volumen kGnnen wir auch auf eine andere Art berechnen. Wir führen näm- 
lich in der xy-Ehene Polarkoordinaten ein. Indem wir setzen: 

X =z p cos ^ 

y = p sin ^, 



Figur. 17 




nehmen wir gleichzeitig , statt des 
Elementarflächenteilchens dx . dp ein 
anderes Flächenteilchen, nämlich das 
unendlich kleine schraffierte Rechteck^ 
dessen Seiten pd^ und dp sind (Fig. 17)^ 
dessen Flächeninhalt also odpd<p ist. 
Das zugehörige VolumenseJement wird 
dann 

z pdpd(f 

sein, und das Volumen ist 



V = /Jz9dpd9, 



wobei die Grenzen zu bestimmen sind. 
Da das Volumen über der ganzen 
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ay-Ehene zu nehmen ist, so müssen p und <p alle Punkte der Ebene geben, d. h. es ist 
^ zu nehmen von o bis co und cp von o bis 2«, so dass 



cp=r2Ä p=<: 

r = / I zpdpd^, 

•oder da p und «p unabhängig von einander sind und die Grenzen beider Integrale be- 
stimmt sind, ist 

2k CO 



Nun ist 

also 
mithin 

4ind es wird 

Setzt man 
also 
ßo wird 

also 



F=/<i«p j zpdp. 

O 

07 = p C05 9 

y = p sin <p 



j-'-f y» SS p« 



J z p d p = / «""^p d p 

2 p c?p = c?5, 

/-^ 1 /* » 1 

^ P ^ P = 2 / ^"^ ^ ^ ~ ■" 2 ^~^' 



oc 



CO 



/-• 1 /* 1 

I zo dp = 2y «""^ ^ 5 = 2 



Setzt man diesen Wert in das obige Integral ein, so ergibt sich 



also folgt 
oder 



Da nun 



2lC CO 



2ic 



y = I t'f y^P dp=^l d^,-c^ = K, 

CO 

J« = F = « 



+CO 



CO 



/•^-x. efx = /%-'» Jj? + /'e-x* 



dx 



—CO 

ist, und das erste Integral 



—CO 



CO 



^ 



I t-^'dx = fe-''dx 



— oo 
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wird, wenn man an Stelle x einführt — x, so ist 
also 

CO 



I €""* dx = 2^/ "• 



o 

Setzt man an Stelle von x . , . kx, also an Stelle von dx . • . kdx, so wird 

CO 



/ 



e '^'^dx= — 

2k 



Differentiiert man beide Seiten der Gleichang nach k, so ergibt sich 



oder 






fx^i 
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Tabelle. 



« (^^ = v',' /«"'■■" 



X 


0,000 0000 
0112833 . 
0225644 
033 8410 
045 1109 


X 

0,40 

1 
2 
8 

4 


0,428 8922 
437 9690 
447 4676 
456 8867 
466 2251 


X 


e(x) 


0,00 

1 
2 

3 

4 


0,80 

2 
3 

4 


0,742 1010 
7480033 
753 8108 
759 5238 
765 1427 


5 
6 
7 
8 
9 


056 3718 
067 6215 
078 8577 
090 0781 
101 2806 


5 
6 

7 
8 
9 


475 4818 
484 6555 
493 7452*) 
502 7498 
511 6683 


5 
6 

7 
8 
9 


770 6680 
776 1002 
781 4398 
786 6873 
791 8432 


0,10 

1 
2 
3 
4 


0,112 4630 
123 6280 
134 7584 
145 8671 
156 9470 


0,60 

2 
3 
4 


0,520 4999 
529 2437 
537 8987 
546 4641 
554 9392 


0,90 

1 
2 
8 
4 


0,796 9082 
801 8828 
806 7677 
811 5635 
816 2710 


5 
6 
7 

8 
9 


167 9959 
179 0117 
189 9923 
200 9357 
211 8398 


5 
6 

7 
8 
9 

0,60 

1 
2 
8 
4 


563 8233 
571 6157 

579 8158 
587 9229 
595 9365 

0,603 8561 
611 6812 
619 4114 
627 0468 
634 5857 


• 5 
6 

7 
8 
9 


820 8908 
825 4236 
829 8703 
834 2315 
888 5081 


0,20 

2 
8 

4 


0,222 7025 
233 5218 
244 2958 
255 0225 
265 7000 


1,00 

1 
2 
3 
4 


0,842 7008 
8468105 
850 8380 
854 7842 
858 6499 


5 
6 

7 
8 
9 


276 3263 
286 8997 
297 4182 
807 8800 
318 2834 

0,828 6267 
338 9081 
349 1259 
359 2785 
369 8644 


5 
6 

7 
8 
9 

0,70 

2 
3 

4 


642 0292 
649 3765 
656 6275 
663 7820 
670 8399 

' 0,677 8010 
684 6654 
691 4330 
698 1038 

1 704 6780 


\ 

7 
8 
9 


862 4360 
866 1435 
869 7732 
873 8261 
876 8030 


0,80 

2 
8 

4 


1,10 

1 

2 
3 

4 


0,880 2050 

888 5330 
886 7879 

889 9707 
893 0823 


5 
6 
7 

8 
9 


879 3819 
389 3296 
399 2059 
409 0093 
418 7385 


5 
6 
7 

8 
9 


711 1556 
717 5367 
723 8216 
730 0104 
1 736 1035 

1 


5 

6 

7 

\ 


8961238 
899 0962 
9020004 
904 8374 
907 6083 




*) Für X = 0,476936 ist {x) nahezu gleich 0,5. 
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Preisgekrönt in Frankfurt s. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieiet Werk, welchem kein fthnlioheB zar Seite steht, encheint monatlich in 
Heften sn dem billlgren Preise roo 25 ^ pro Heft nnd bringt eine Sammlang der wichtif • 
Bten und praktischBten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik ^ Physik^ 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie 9 des Maschinen- y Strassen- , Eisenbahn-y 
Brücken- nnd Hochbaues, des konstriiktiren Zeichnens etc. etc. und swar in Tollstftndig 
gelSster Form, mit rielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe nnd Entwlekelimg der 
benntiten Sfttxe, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die LAsang 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine gn^rSssere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich In Ihrer Gesamtheit erg^lnsen und alsdann auch alle 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — Torliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSsten Aufgaben beigegeben« welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, nnd zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benntit 
werden kOnnen. — Die Ll^snngen hierzu werden später in besonderen Heften fQr die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeraeleb- 
nis, Beriehtignngen und erläntemde Eriklämngen Aber das betrelVende Kapitel zur Ausgabe. 
Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen L nnd 11. Ord., gleich* 
berechtigten höheren Bflrgerschnlen, Priratschnlen) Gymnasien, Bealgymnasien, Pre- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerksehnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschnlen aUer Arten, gewerbUeke 
Fortbildnngssehnlen, Akademien, üniTersltftten , Land- nnd ForstwIssensehaflssebulen, 
Militftrschnlen, Torbereltnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^ihrig-Frel- 
willige- nnd Offlziers-Examen, etc. 

Die SchSler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum nnfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezei^rt, welche sie bei ihren Prflfnngen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die flberans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften Torgeführt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
Obrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine yoII- 
itändige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Kegeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zn rerwerten. Lust, Liolie 
und Yerständnis für den Schnl-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Anfftrischnng der erworbenen nnd vielleicht vergi. 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Be 
zweigen Torkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschungen g< 
Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktisch ^ 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe dex 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerfii 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen nnd wird ^'^^- 
thnnlichst berücksichtigt. 

stattgsurt Die Terlagsh»!^' 
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Fortsetzung von der Tabelle. 



X 


e(x) 


1 
X 


Q{x) 


X 


ö(^) ' 


1,20 

1 
2 
3 

4 


0,910 3140 
912 9555 
915 5339 
918 0501 
920 5052 


1,70 
1 
2 
3 

4 


0,983 7904 

984 4070 

985 0028 

985 5785 

986 1346 


2,20 

1 
2 

3 
4 


0,998 1371 
998 2244 
998 3079 
998 3878 
998 4642 


5 
6 
7 

8 
9 


922 9001 
925 2359 
927 5136 
929 7342 
931 8987 


5 

6 

7 
8 
9 


986 6717 

987 1903 

987 6910 

988 1742 

988 6406 

0,989 0905 

989 5245 

989 9431 

990 3467 
990 7359 


5 
6 

7 
8 
9 

2,30 

2 
3 

4 , 


998 5373 
998 6071 
998 6739 
998 7375 
998 7986 


1,30 

1 
2 
3 
4 


0,934 0080 
936 0632 
938 0652 

940 0150 

941 9137 


1,80 1 

2 
3 ; 

4 


0,998 8568 
998 9124 

998 9655 

999 0162 
999 0646 


5 
6 

7 
8 
9 


943 7622 
945 5614 
947 3124 

949 0160 

950 6733 


o 
6 

i 

8 

9 • 

i 


991 1110 
991 4725 

991 8207 

992 1562 
992 4793 


5 
6 

7 
8 
9 


999 1107 
999 1548 
999 1968 
999 2369 
999 2751 


1,40 

1 
2 
3 

4 


0,952 2851 
953 8524 

955 3762 

956 8573 
958 2966 


1,90 

1 
2 
3 

4 


0,992 7904 
993 0399 
993 3782 
993 6557 
993 9226 


2,40 

1 
2 
3 

4 


0,999 3115 
999 3462 
999 3793 
999 4108 
999 4408 


5 
6 

7 
8 
9 


959 6950 

961 0535 

962 3729 

963 6541 

964 8979 

0,966 1052 

967 2768 

968 4135 

969 5162 

970 5857 


5 
6 

7 
8 
9 


994 1794 
994 4263 
994 6637 
994 8920 
9951114 


5 

6 

7 
8 
9 


999 4694 
999 4966 
999 5226 
999 5472 
999 5707 


1,50 

2 
3 

4 


2,00 

1 
2 
3 
4 


0,995 3223 

995 5248 
995 7194 

995 9064 

996 0859 


2,50 

1 
2 
3 
4 


0,999 5931 

999 6143 

999 6345 

999 6537 

; 999 6720 


5 
6 

7 
8 
9 


971 6227 

972 6281 

973 6026 

974 5470 

975 4620 

0,976 3484 

977 2069 

978 0381 

978 8429 

979 6218 


D 

6 

7 
8 
9 

2,10 

1 
2 
3 
4 


996 2580 
996 4235 
996 5821 
996 7344 

996 8805 

0,997 0206 

997 1548 
997 2836 
997 4070 
997 5253 


5 
6 

7 
8 
9 

2,60 

1 
2 
3 

4 


999 6893 

i 999 7058 

; 999 7215 

999 7364 

999 7505 


1,60 
1 
2 
3 
4 


0,999 7640 
999 7767 

999 7888 
999 8003 
999 8112 


5 
6 

7 
8 
9 


980 3756 

981 1049 
9ßl 8104 

982 4928 

983 1526 


5 
6 

7 
8 
9 


997 6386 
997 7471 
997 8511 

997 9507 

998 0459 


5 
6 

7 
8 
9 


999 8215 
999 8313 
999 8406 
999 8494 
999 8578 



B o b e k , AusgleicbBrechnuDg. 
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Anhang I. 
Fortsetzung von der Tabelle. 



* 
X 


%{x) 


X 


e(^) 


X 


%{X) 


2,70 

1 

2 1 

3 

4 


0,999 8657 
999 8732 
999 8803 
999 8870 
999 8934 


2,80 

2 
3 

4 


0,999 9250 
999 9293 
999 9334 
999 9378 
999 9409 


2,90 

2 
3 

4 


0,999 9589 
999 9613 
999 9637 
999 9658 
999 9679 


5 
6 

7 
8 
9 


999 8994 
999 9051 
999 9105 
999 9156 
999 9204 


5 
6 

7 
8 
9 


999 9443 
999 9476 
999 9507 
999 9536 
999 9563 


5 

6 

7 
8 
9 


999 9698 
999 9716 
999 9733 
999 9750 
999 9765 




1 






8,00 
4,00 


0,999 9779 
0,999 9999 



w 



Anhang IL 

Schema für die Aufstellung und Auflösung der Normalgleichungen 

nebst Kontrolle und Gewichtsberechnung. 

Es sollen nur & = 4 unbekannte Grössen x,y, z,t angrenomraen werden, da die 
Bechnüng bei mehr unbekannten dieselbe Form hat: 






(1) Fehlergleichungen. 



a, + i, + (?, + <f, + /, = 5, 

• • • • • • ••••••• 

■ B • • • • 

• • • • • *• 

^n+ ^n+ g«+ ^«+ ^n = ^n 

La] + [6] + [c'j + [4] + [/] = [«] 1. Kontrollgleichung. 

TabeUe I 

mit (Ä + 2) Spalten, n Zeilen. 



(2) Summengleichungen. 



a 


b 


c 


d 


l 


S 


Cl 


*. 


Ci 


dt 


U 


^i 


0% 


4» 


Ci 


d. 


U 


«2 


• 


• 


m 


• 


• 


■ 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


"n 


*» 


«» 


d„ 


In 


*'« 



Tabelle V 

(nur bei Rechnung mit Logarithmen aufzustellen) 
(mit (k ■\- 2) Zeilen und (a + 1) Spalten). 



log a 
log 6 
logc 
logd 
logi 



log« 



1 



log Ol 
log6i 
logcj 
log dl 
log/i 



log 5, 



2 



log «2 

log 6, 
logc, 
logrf, 

lOg/j 
log 5, 



n 



log 'Jf„ 
log6„ 

log c^ 

log/n 

log 5« 
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Anhang II. 



. An den oberen Rand eines Streifen Papiers schreibt man sich nun die Logarithmea 
von a^, a, . . . a„ genau in der Weise, wie sie in Tabelle P angeschrieben sind, also so: 



löge/, 


log 0^3 


• 


• 


1 


lo«^« 



schiebt den Streifen unter die erste Zeile und addiert die untereinandersiehende 
Logarithmen, wodurch man die Logarithmen von a^^, a,^ . . . a^ erhält, zu denen 

die Zahlen sucht und in die Tabelle II einträgt. Sodann schiebt man den Streifen unter 
die zweite Zeile und addiert wieder. Zu den erhaltenen Summen sucht man die Zahkiu,] 
welche o, 64, a^h^ . . . a^h^ vorstellen und in die Tabelle II eingetragen werden. Man sieht 

in welcher Weise fortgefahren wird bis 0^*4,0,«,.,. a^ «^ erhalten wird. Nun muss die Probe mitij 

der 2, Kontrollgleichung (siehe unten) gemacht werden. Ist Übereinstimmung vorhanden, dunj 
schreibt man auf einen zweiten Streifen Papier die Logarithmen von &19 ^s • • • &» au>log?| 
wie früher o,, a, • • • «^ ^^^^ verfährt so wie mit den Logarithmen von a^, o, . . . a,, ni 
dass man mit der zweiten Zeile beginnt, da afi^, a^h^ . . . a^^b^ bereits berechnet sind, 
man alle Produkte mit b^, b^ . . .b^ in die Tabelle II eingetragen , so muss man 

Probe mit der 3. Kontrollgleichung machen. So wird fortgefahren, bis alle Produkte] 
in die Tabelle II eingetragen sind und man durch Anwendung der KontroUgleichungemj 
überzeugt ist, dass die Coefficienten [aä]^ [ab] . . . der Normalgleichungen richtig be| 
stimmt sind. 

Findet man, dass die Kontrollgleichung nicht erfüllt ist, so thut man gut, die 
Kontrolle für jede Zeile der Tabelle II zu machen, indem eine ähnliche Kontrollgleichaog*] 
für jede Zeile stattfindet, z. B. ist a^a^ + a^b^+ a^^c^ +• a^d^+ aj^ = o,«, u. s. w., man findet 
dann, in welcher Zeile der Fehler steckt, und braucht nur diese nochmals zu berechnen« 



TabeUe n. 



1 



(Mit 2 (k -f 2) (Ä -f 3) — 1 Spalten und n -f- 1 Zeilen.) 



aa 


ab 


ac 


ad 


al 


as 


bb 


bc 


bd 


bl 


bs 


ec 


cd 


cl 


CS 

( 


dd 


dl 


ds 


11 Is 


OiK 


^1^1 


a^d. 


cJi 


0,^ 


i>i 


b^r. 


'irft 


bj. 


CjS, 


dl 


d,h 


dv\ 


n 


K; 


Ol 

• 


• 


■ 


• 


m 


• 


bl 

• 


» 


• 


• 

1 


• 


cl 

• 
• 


• 




0,52 

• 


dl 

• 


dJt 

• 


• 


'l lA 

• • 


• 

Ol 


• 

n /» 


• 

a c 


m 

^«d„ 

n n 


• 


• 


k 


*-'«-•« 


*.^„ 


*„/„ 


• 

\bs] 


• • 

1 1 


•-'X 




dl 


dJn 


• 

d„S, 

n n 


ll i '.*. 

1 


[ac] 


[at] 


[ac] 


[ad] 


[a/] 


[a*] 


[bb] 


ibc-] 


[>ö] 


[>/] 


[cc 


[cd] 


[cl] 


["] 


[dd] 


[dl] 


[ds] 


[^0 

1 


m 



[aa] -\-[ab] -\- [ac] + [ad] + [a/] = [at^] 2. Kontrollgleichung. 

[ab] + [bh] + [bc-i ^[bd] {-[bl] = 

[ac] + [bc] '\-[cc]-\- [cd] + [c/] = 

[ad] + [bd] 4- [cd] + [dd] A- [di] = 
[al] + [bl] + [cl]-^ [dl] + [//] = 



[bs] 


3. 


n 


[CS] 


4. 


n 


[di] 


5. 


n 


[U] 


6. 


y 




Anhang II. 
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Schema L 

(Mit 2 Ä + 1 Spalten und & 4- 2 Zeilen.) 
(In der Spalte: Summe stehen die rechten Seiten der obigen Eontrollgleichungen.) 



X 


y 


z 


< 




Summe 


^. 


n 


p. 


1 


["6] 
l«b]:(ta] 

loa] 


[ae] 
[ac]:[aa] 

'** laa] 


[arf] 
[ad]:[aa] 

log f-fl 


[aQs[aa] 
'"^ £««] 


[a «1 ■■ la aJ 
log t"'l 


1 
l:laa] 
1 

^og 7 — ; 












[«6]X 
log [ab] 




[6c] 


-St-*] 


[bl\ 







1 









[ac]X 
log [ae] 






[Crf] 


[Ol] 












1 




lad]X 
log [ad] 




1 

1 


[.dd] 


[dr\ 


[ds\ 















MX 
log [aJ] 








im 






\ t"«] [*»] 


[««] 


[da] 


[/*] 


Kontrolle 





Hat man die in der ersten Zeile fettgedruckten Zahlen gefunden, sowie die Logarithmen 
derselben, so schreibe man links in die erste Spalte die dort stehenden Zahlen und 
Logarithmen* Zugleich schreibe man log [alA an den unteren Band eines Papierstreifens 

und lege denselben so, dass er über dem log | -| steht, also die darüber stehende fett- 

gedruckte Zahl verdeckt« Beide Logarithmen werden addiert und ihre Summe log 4^ — {[f^h'l 

an die Stelle gesetzt wo er oben hingeschrieben ist. Dann schiebt man den Streifen über 

log 4= — V addiert wieder u. s. w. bis man alle Logarithmen der zweiten Zeile erhalten 

hat. Sodann verfährt man genau so mit log [ac\ u. s. w., wodurch man alle Logarithmen 
des Schema I erhält, zu denen man die Zahlen sucht und sie je über den betreffenden 
Logarithmus in das Schema I einträgt. Subtrahiert man nun die klein gedruckten Zahlen 
der 2., 3. u. s. w. Zeile von den darüber stehenden, so erhält man die Coefficienten [65. 1], 
[&C.1] . . . u s. w. der ersten Eliminationsgleichungen für das Schema II. 

Bei der Rechnung ist es ratsam, die in dem Schema klein gedruckten Zahlen mit 
roter Tinte anzuschreiben. 
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Anhang II. 



Bevor man die Eintragung der CoSfficienten in das Schema II macht, kontrolliere mn 
die Rechnung durch das folgende System von Eontrollgleichungen: 



^ , [«^] , [oc] ^ [nd] i[a/] ^ [as] 
[ad] [aa] [aa] [aa] [aa] 



[hb .1] -^ [be A] -^ [bd A] + [bl .1] = [bs A] 
[^c . 1] + [cc . 1] + [cd . 1] + [cl . 1] =- [C8 . 1] 
[bd. 1] ^ [cd. 1] + [ddA\ -f [dl, 1] =^ [daA] 
[bl . 1] + [el . IJ + [JI . 1] + [// . IJ = [18 . 1] 



7. Eontrollgleichung. 



8. EontroUgleichnngen. 



Schema II. 

(Mit 2 k Spalten und A + 1 Zeilen.) 
In der Spalte „Summe'^ stehen die rechten Seiten der EontroUgleichnngen (8). 



y 



[bb . 1] 
1 



[bcA] 
[bc.l]:[bb.l] 
[be.i] 



log 



(66.11 



t 



[bdA] 

[bd.l]:[bb.l] 

[bd.i\ 



log 



[66.1] 



[blA] 
lbl.l1:lbb.l] 
[6Z.11 



log 



[66.1] 



Summe 



[bsA] 
[bt.l]:[bb.l] 

[6*.l] 



log 



[66.1] 



[^0.1] 
[b0.1]:lbb.l] 

£60.1] 



log 



£66.1] 



1 
l:[bb.I] 

1 



log 



[66 . 1] 



[6C.1JX 
log[6c.l] 



[ccA] 

[6c. 1] 



log 



[66.1] 
[6e.ll 



[6d.llX 
log[6d. 1] 



[6i.llX 
log [61.1] 



Aus l 



[bsA] 



[66.1] 



[*c.l] 
[6c. 11 



[cdA] 

[6d.l] 



[66.1] 



[6 c . 1] 



1 [*<*-llri. ,1 
""»166711 1*^-'^ 



[clA] 



[66.1] 
[6Z.1] 



log 



[66.1] 



[6c.l] 
[6c.ll 



[.5 . 1] 
[6* . 1] 



log 



[6 6.1] 
[bi.l] 



[6 6.1] 



[6e.l] 
[6c. 1] 



[cQ . 1] 
[60.1] 



log 



[66.1] 
[60.1] 



[66.1] 



[6c. 1] 
[6e.l] 







whi^^'^^ ; 



log 



[66.1] 



{be.\\ 



[ddA] 

[6d.l] 



[66.1] 
[bd.l] 



log 



[66.1] 



[bd, 1] 
[6d.l] 



[dl . 1] 
[6Z.11 



[66. 1] 



[6d.l] 



-»i^^--l 



[ds , 1] 
[6*. 11 



log 



[66.1] 
[6* . 1] 



[66.1] 



[bd,l] 
[6ii.l| 



[dO . 1] 
[60.1] 



[6d . 1] 



[6 6.1] 

[60.1] 



log 



[66.1] 



[66.1] 
1 



log 



[66 . 1] 



[6i.Il 



[11,1] 
[ÖZ.l] 



[66.1] 
[6Z.ll 



log 



[66.11 



[6Z.1] 
[6Z.11 



[IsA] 

[61.1] 



[66.1] 
[bi.i] 



[6Z.1] 



! iJo.i]= -(^ 

_ [ac] 



^"'^l667Tit*'-^J|j [c0.1] = ~^ 



[csA] 



[ds.l] 



[IsA] 



Eontrolle 



[aa] 



[bb,l]^ [bb . 1] "^ [^^ . 1] ~ [^^ . 1] 



. 9. EontroUgleichung. 



^ 



[cc.2] + [oi.2] -hlcl.2] = [c«.2] 
[cd,2]-\-[dd.2]-j-[dl.2] = [<f5.2] 
[c/ . 2] -h [<// . 2] f [// . 2] =^ [Is , 2] 



Die Rechnung ist ganz analog wie bei dem Schema I. 



10. EontroUgleichungen. 



" 



Anhang II. 
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Schema III. 

(Mit 2 k— l Spalten und Ar Zeilen) 
In der Spalte: „Snmme*^ stehen die rechten Seiten der Kontrollgleichongen (10). 



z 


1 
i 


[ 


Summe 


^. ^, 


p. 


1 

\cc . 2] 

1 


[cd. 2] 
lod.2]:[cc.2] 

[c«f.«l 


[cZ.2] 
[ol.2]:[cc.2] 

log f''- 21 


[c« . 2] 

[cs.9]:[ce.2] 

•[ec.2J 1 


[cO.2] 

[C0.2]:[CC.2] 


[cl.2] 

[Cl.2]:[CC.2] 
'"'^[cc.21 


1 

l:[ee.2] 

loir ^ 


"« (« .8] 


loir[cd.2] 


\dd.2'\ 


[dZ.2] 


[(^0 . 2] 

•[ec.21'' 


! [ciO . 2] 


[(il.2] 






[«'.?] X 

log[cI.2] 




[ZZ.2] 

[C/.2] ' 



[cc.2] 



[CJ.2J 



[Z« . 2] 

\ci . 2] 






[«C.21 



[cZ.2] 



>-fe^^--^ 



[CO.2] = [c0.1]-[J^][6c.l] 
[(?0.2]= [d0.1]-[JJ;AJ[&(i.l] 



[(^5 . 2] 



{ls,2\ 



Kontrolle 



[cl.2] = - 



[ftc^.l] 

[56 ; 1] 



f^^^-^^^-gT.--;] 



_ . [crf.2]^[c/.2] [C5.2] 11 IT * 11 1 • 1, 

^ "^ FCC .21 + rc^ 21 = r^.-2^^ ^^- Kontrollgleichung. 



\cc .2]^[c(;.2] [cc.2] 

{dd,%\^^ \di,%\ = [d5.3] 

[(ZZ.3]4- [7/.3] = [Z«.3] 



12. Kontrollgleichungen. 



Aus III 



Schema IV. 

(Mit 2A-— 2 Spalten und *— 1 Zeilen) 
(In der Spalte „Summe** stehen die rechten Seiten der Kontrollgleichung (12). 




{dd.Z\ 
i 



[dj.sjx 

log[dJ.8] 



{ds . 3] 



\dl,%-\ 

[dl. S]:[dd.8] 
[<21.3] 



log 



[dd.8] 



{ds . 3] 
[d8.Sj:[dd.8j 

[rf«.3] 



log 



[dO.8] 
[d0.8]:[dd.8j 



[UJ.il] 



\d\ .3] 

[dl.8j:[dd.8] 



{d2 . 3] 
[d2.8]:[dd.8] 



[/r3j 

[d / : 3j 



\dd . S] 



[d/ . 3] 



-St--' 



[^5 . 3] 



[dci.83 



[d/.3] 



[/* . 3] 



-^[^^--^ 



Kontrolle 



[d0.3J = [d0.2]-^2J[cd.2| 
[dl. 3]= |dl.2]-[^J-^j[f(i.21 
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Anhang II. 



Man hat schliesslich die letzten Kontrollgleichungen: 

^ + [j^78] = [df ;l] ^^- Kontrollgleichung. 

[// .4] = [/».4] U. Kontrollgleichung. 



System der reduzierten Normalgleichangen. 

[crf.2] [ci._2] 

* "^ [cc.2]' —[ee.2] 



*'^[66.1]*^ [55. ir 



, [ab] ^ [ab] 



+ 



C"^] / 

'[««r 



[6/_.Jl] 
[65 . 1] 



System der reduzierten Gewichtsgleicjiiingen. 

•^ "^ [56TT] ^' "^ [55 . 1] ^ ~ [55 . 1] 

'^•'^[cc.2i'^*""[cc.2] 

• ^ _[dO^J 
^ ~\dd.i\ 



Das Gewicht Ton x ist P. = 



1 



1 



'^•^[55.1] ^'^[55.1]^ ~[Ö5.1] 



Q< 



[cd.2]ß _ [C1.2J 
[cc."2i^ ~ [cc.2i 

^* ~ [rfd . 3] 



Das (Jewicht von y ist P„ = 



c 



1 



'^' "^[cc.2] ^* ~[cc.2] 



0« = 

Das Gewicht Yon z ist P2 = 
Das Gewicht von t ist P^ = 



[d2.3] 
[ärf.3] 

J_ 
1 

«4 



tv 



Die rechten Seiten dieser Gewichtsgleichungen sind den Schematen entnommen je 
der ersten Zeile, und derjenigen Spalte , die mit dem entsprechenden P überschrieben ist. 
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Der Durchschnittsfehler folgt aus 

UL = + X/ÜLlJ^ für k unbekannte, 
V w — k 

und die Durchschnittsfehler der einzelnen Unbekannten: 



^, 




M. 


VF. 


M, 




Die wahrscheinlichen Fehler ergeben sich durch die Formel 


P = 


0,6744897 ji. 



Bei Ausgleichung bedingter Beobachtungen setzt man statt der (k — 1) Gewichtsspalten 
an die Schemata eine Spalte, in welche die Grössen [af], [bf], [cf], [df] kommen, wenn 
das Gewicht der Funktion F{x, y, z, t) berechnet werden soll, wobei 

ist. 



^ 



Anhang IIL 

Verzeichnis der Formeln, 

welche in diesem Buche entwickelt wurden. 

B. Über die Ansgleiclmiig direkter Beobachtimgen 

einer Grösse. 

Formel 1 : a = -^ K + ör, + . . . <i J 

h 

Formel 2: «p (jp) = ^ 7 -^ C~* ' Dai Fehlergewt«. 

. , - h _ AS b9 Wahrscheinlichkeit, dasi ein Fehler zwiechen £ 

rormel 3: u; = y-^- e dz und €+tf« Uegt. 

Formel 4: TT = -i/-- 1 e^'^ds = (äy) • • • WehrecheinUchkeit, dais ein Fehler die Grtae 

V « y Y ^^^^ ttberechreltet. 

F«r«-.l R 0,476936 

rormel 5: p = — i— r Der wahrtcheinllche Fehler. 

tl 

Formel 6: |JL = + \/ Jl**J_ Der Durchiehnlttsfehler, mltUere Fehler, zn be- 

^ n fflrchtende Fehler. 

Formel 7: u. = 

Formel 8: ^ = SJsSoOo'' ^^^ 0,6744897 = 0,8289753-1 

Formel 9 : M = .^~T- " Der zu befarchtende Fehler dee arlthmetitdieB 

V ^ Mittels ans n Beobachtungen. 

V'n 

Formel 10: 2f = Das Maas« der Prftzlsion des arithmetiibheB 

u, V^2 Mittels aus n Beobachtungen, denen das Fräd- 

sionsmaass h zukommt. 

Formel 10': ^= h\/' n 

Formel 11: />:/)'=/<•:/<'* Definition der Gevlchtszahlen. 

Formel 12: P = np Das Gewicht des arithmetischen Mittels ans« 

Beobachtungen, deren jeder das Gewicht p zu- 
kömmt. 

Formel 13 : p:p' = |jl'* : ^t' 

_ I iA ^ = 0,6744897 M 
Formel 14: ^, ^ i, 4826000 P 
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Formel 15: P = ^ . WahrMhelnlloher Fehler dee MrithmethiMhen 

\/ n Mittel!, ans it Beobaohtnngen. 

Formel 16 : pi = + \/ -^ — -- Der Dorohaolmittefeliter beredmet aoi den 

▼ n — 1 Fehlem des arithmetilohen Mittels gegen die 

Beobachtongen. 

w'a' + v!*a" + . . . + nW a (^) 

Formel 17 : a = t-t 

?i' + n'-h + nW 

'''P' + ö"P" + ••• + <» WüM 
Formel 17': a = —f- — rt • Mittel au vBeobaeblnngeD, denen die Oewlehte 

!>' + P" + + |> w 1>',P" . . . J9(v) lukommen. f^ ist die Qewlohte- 

einbeic 

Formel 18: M = p. \/ ?V 

Vfüaa] 

C. über die Ansgleichtuig indirekter Beobacbtimgen 

einer Grösse. 

Formel 20: * = Y' 1 !*'* t ' * ' Y„^ 

Formel 21: M^ = ± \/ [C*M*] Der DnrchBchnlttefehler in a, wobei M», M^.-.M^ 

die Durchtcboittsrehler In a„a8...aj^ sind. 

Formel 22: P^ = + VTc'PT 

1 rc'n 

Formel 23: -p- = -p- 

Formel24: * =/('-i^»--^i) 

a = / (a, flTg • • • ^* ) 

Formel 25; M, = i: \/ [(-*/)' M'J 

Formel 26: :^7 = Ff 1 

Regel I. Ist ein Winkel in Langenmass (Teilen des Eadius) gegeben, so ver- 
wandelt man denselben 

in Bogen-Grade durch Multiplikation mit 57,29577951 
„ „ -Minuten „ „ „ 3437,7467706 

„ „ -Sekunden „ „ „ 206264,806236 

Regeln. Ist ein Winkel in Bogenmass gegeben, so verwandelt man denselben 
in Langenmass, wenn man den 

in Bogen-Graden ausgedrückten Winkel multipliziert mit v^g — = 0,017453 

„ „ -Minuten „ ., „ « 3437,7.; =0,000290 = sin 1' 

„ „ -Sekunden „ „ „ „ 206264,8 ...'"" ^»^^^^^^^^^ = «^ ^" 

log 'sin 1' = 0,4637261—4 Comp, log sin 1' = 3,5362789 

log sin 1" = 0,6855749-6 Comp, log sin 1" = 5,3144251 
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PapmaI 97. <^ 81» ?' = sin r dtf' cos 9' 

a sin «" = sm 1" a 9" cos ^" 

Formel 28: ti log sin <p' = log e sin 1' .d^\ ctg f' 

d log sin cp" = log « sin 1" dfp" . ctg <p" 

c = 2,718281828 log e = 0,4342945 log (log e) = 0,6377843—1 

log «.sin V = 0,000126331 log (log <? sin 1') = 0,1015104—4 

log e sin 1" = 0,0000021074 log (log e sin 1") = 0,8237592—6. 

D. Ansgleichung vermittelnder Beobachtung. 

a) Ansgleichung vermittelnder Beobachtungen (ohne Bedingungsgleichnngen). 

a) Aufstellung und Auflösung der Gauss'schen Normalgleichungen siehe 
Anhang II. 

h) Fehler der Unbekannten: 

Formel 29: fl = + \/ — — -- Dorchidinltlsfehler bei n Fehlerfleiehiinr» ßr 

▼ 71 — ft j. Unbekannte. 

Formel 29a: p. = ± X/H^jlIÜ 

▼ 7? — k 

Formel 30: Pf = [dd .S] Da« Oewiobt der letzten Unbekannteii ist der 

Coeffiolent derselben in der letzten OlelehoBf. 

c) Rechnungskontrollen. 

Die Gleichungen siehe im Anhang II nach. 

Formol 31 : fi = ± V/f?-^?! 

▼ n — k 

ß) Ansgleichung von Beohachtnngen bedingter Grössen. 

Formel 32: \^ = rtA/ - -— V Be4Ingungrtgle!chuns;en. 

Formel 33: ^ = +\/Ip^ 

Formel 34: ^ = + \/J^ * 

Formel 35: M^? = p. A/ ( \ \ DurchichnlttsfeWer der Funktion F(x„ a:,...xj). 

[(11)*] = [//] - [a n K,-{bf\K,...- [nf] K, 



•k 
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Ergebnisse 

der ungelösten Aufgaben. 



B. über die Ansgleichung direkter Beobaehtangen einer Grosse (Seite 31). 

Aufgabe 6: Der wahrscheinlichste Wert des Atomgewichtes des Wasserstoffes ist: 12,515 

Der mittlere Fehler einer Beobachtung \^ = ± V/ MIZ?. == + 0,310 

„ wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung p = +0,0209 

0,0310 
„ mittlere Fehler des arithmetischen Mittels M = +------: = +0,0071 

V 19 
„ wahrscheinliche Fehler des arithmetischen 

Mittels P = ± 0,0048 

Das Präzisionsmaass einer Beobachtung h = 22,8 

„ „ des Mittels H = 99,6 

„ 7: Die Wahrscheinlichkeit ist 6 (0,0015 X 99,6) = 6 (1,494) = 0,9653808 

„ 8: Der wahrscheinlichste Wert des Winkels ist: 25n6' 11,96" 
Der wahrscheinliche Fehler P = +1,15" 

„ 9: Der wahrscheinlichste Wert des Winkels ist: 12M5' 35,41" 
Der wahrscheinliche Fehler P = ± 0,68" 

„ 10: Die Koordinaten des Treffmittelpunktes sind: 

^ = — 1 mm // = — 0,6 mm 

Die Deviation ist: 1" 
Die Präzision ist: 0,00455 

j, 10a: Der wahrscheinlichste Wert der Polhohe ist: 55M5' 19,763" 
Der wahrscheinliche Fehler P = + 0,126" 

C. über die Ausgleichung indirekter Beobachtungen einer Grösse (Seite 42). 

Aufgabe 16: Der Durchschnittsfehler M = +1,802 

Der wahrscheinliche Fehler P = + 1,214 

„ 16: Die Länge ist « = 6 l\+6 T,+ 5 7;+ 7;+ T, 
Daher der wahrscheinliche Fehler M = +0,00146 

„ 17: Es ist M = ±0,011177 

P = + 0,007536 

„ 18 : Ä, : ht = \/7,3 : \/6^ oder etwa 

//, : Äj = 27 : 24 = 9 : 8 



rt 



V 



\ 



174 Ergebnisse der ungelösten Aufgaben. 

Aufgabe 19 : Der wahrscheinUchste Wert ist : 82«-h ^ ^^'t ll^ t^^ - 

d. i.: 32» 61,5' 
Der wahrscheinliche Fehler P = ±0,63' 

„ 20: Es ist C » 23*54,9' 

Der wahrscheinliche Fehler ist ±3,20' 

D. Über die Ansglelehnng Termittelnder Beobachtungen (Seite 149). 

Anfj^abe 88*. Bezeichnet man mit «, ^, e, t die Verbesserungen, die an die ersten 4 Winkel 

anzubringen sind, so ergeben sich die Normalgleichungen: 

4a5 + 3y + 2if + t = —11 

3a; + 4y + 40 + 2< = — 3 

2a; + 4y + 6;P + 3< = -h 2 

a?-f 2y + 3jBr + 4« = + 5 

aus denen ar = — 3,8, y = 0,6, « = 0,4, t = 1,6 folgt, so dass die Winkel 
die Werte haben: 

^AOB — 32^ 15' 59,2 

„ DOE=z 88* 5' 50,6 

„ BOG = 42M6'56,4 

^ COD ^ 120M5' 2,6 

„ ^ C = 74« 31' 55,8 

„ BOD =z 162» 32' 58 

„ COE = 158° 20' 53 

„ AOD = 194M6'57,2 

„ AOE ^ 232« 52' 48,8 

„ BOE =z 200« 37' 53,6 

jf 89: Man erhält die Normalgleichungen: 

16 ^ + 6,946891 B = 15,98747 

6,946891 A + 4,383855 B = 6,94928 
und 

L = 0,996823 + 0,00549745 sin *<p 

40 : Es ist ^A= ^ 0,0000747 

P^ = ± 0,00002108 

41: Die Formel lautet 

V = 1 + 0,00017901 1 + 0,000000025223 i« 

42: Es ist P, = 8, P^ == 10, P, = 14. Für die Berechnung hat man nur zu 
den Schematen der Aufgabe 30 noch die Spalten für P^, P^, P^ nach dem 
allgemeinen Schema Anhang II hinzufügen. 

48 : Der wahrscheinlichste Wert von H ist 40,86 cm' 

44: Der sphärische Ezcess ergibt sich gleich 0,74" 
und die wahrscheinlichsten Winkelwerte sind: 

^ iL = 81« 21' 44,22" 
„ B = 2b^ 16' 29,46" 
„ C = 73» 21' 47,06" 

ISO» 0' 0,74" 



Ergebnisse der ungelösten Aufgaben. 
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Aufgabe 45: 



Man muss vier Korrelaten Jb,» k^, i^s* ^4 einführen, entsprechend den 4 Be- 
dingungsgleichungen und erhält die Fehlergleichungen: 



«1 = 



Äo ~" n 



«7 = 
«8 = 




«9 = 

«10 = 
«11 = 
«18 — 


0,5 *4- Ä, 
-0,7 A4- Ä» 



«8= —0,3*4— Äi+itj 

«4= 4-0,l*4+*l— *8 
«5= — 0,4Ä4+*8 

Sg= 4.0,3*44-^1 

Die Werte liefern die Eorrelatengleichunffen, aus denen k^ = — 2,3, Afg = — 2,0, 
*3 = 4- 2,1, A4 = 4- 4,3 folgt, so dass die Winkel sich ergeben 



für die Station A: 

■ 1. 0'' 0' 0" 

2. 80" 57' 23'' 

3. 120° 47' 55" 

für die Station C: 

7. 0* 0' 0" 

8. 84» 15' 35" 

9. 134<> 14' 37" 



für die Station B 



4. 0* 0' 0" 

5. 26* 50' 40" 

6. 55° 53' 53" 

für die Station D: 

10. 0» 0' 0" 

11. 16» 42' 10" 

12. 49° 3' 35" 



Aufgabe 46: Es ist 



oder auch 



AC^BD. '^^f^\^.^^-'^ = F 

sm (3 — 1) sin (9 — 8) 

— RD s in (12 — 11) sin (6 — 4) 
sin (3 — 1) sin (8 — 7) 
= 809,75 m. 



Nach der allgemeinen Formel des Textes auf Seite 111 und 112 ist nun 
^F = /?'.ctg(5-4)t«5-a4l4-i'\ctg(12-10)t€,8-f,o!— /^.ctg(3-l)|i?8-6,l--F.ctg(9-8)t«ö--f8t 

um dF in Längenmaass auszudrücken muss mit sinl" multipliziert werden, 
dann erhält man, wenn F =: 80975 cm gesetzt wird: 

BP . sin 1" = — 0,23 £1+ 0,23 «a — 0,78 S44- 0,78 «j4- 0,33 «g — 0,33 f» - 0,34 0,0+ 0,34 8« 

und [//] = 1,772 

[a/] =: -0,423 [hf] = + 1,34 [c/] = -f 0,25 [d/] = + 2,36 

Daher ist M^, = + p. \/Q^\2ß = ± 3,8 V/0,127 = + 1,4 cm 

Man könnte AC = F aus der zweiten obigen Gleichung nehmen und auch 

I ( y- j J berechnen, was eine Kontrolle liefert. 

Aufgabe 47: Man findet als wahrscheinlichsten Wert: 

die Höhe des Ortes A über dem Meeresspiegel: 142,119 

B , „ , 256,722 

C „ „ „ 266,306 

D . n „ 259,546 

^ . . „ 249,269 



n 

V 

n 



n 
n 

V 

n 



n 
n 
r> 

n 
n 






349,524 



n 



48: Es ist: 3^4 = 24513,01 + 0,03 

49 : Es ist Xj^^ = 5095,146 + 0,004 

Xff = 4753,057 ± 0,003 
Xs = 5382,080 + 0,004 






— 10259,848 + 0,005 

— 9803,813 + 0,004 

— 9318,873 + 0,005 
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Ergebnisse der ungelösten Aufgaben. 



Aufgabe 50: Man findet: 

ar, = — 0,008 ^1 = — 0,003 

0^3 = 4- 0,005 y« = + 0,011 

Daher sind die Koordinaten des Punktes 



Ä: X^^ 4740,765 
£: X^ = 5139,362 

Die wahrscheinlichen Fehler sind: 



y^ = 



-10041,229 
Yß = - 9838,163 



für den Punkt ^ : P^ = ± 0,003 
„ „ „ £: P^=r. +0,002 



P^.=: +0,002 
P^.= +0,004 



Aufgabe 51: Es ergibt sich 



X = 682,652 
y = 6354,625 
z = W 10' 18,55" 



Wegen der grossen Korrektur an z ist es ratsam, mit dem gefundenen Werte 
eine zweite Rechnung vorzunehmen, wobei p = 679,6, q = 6351,6, r = 10** 10" 18" 
anzunehmen wäre. Dann ergibt sich 

X = 679,384 
1/ = 6351,377 
z = 10" 10' 17,2", welche Werte besser sind- 

(Yergl. auch die Auseinandersetzungen auf Seite 55 und ff.) 
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